CHUYÊN ĐỀ BỒI DƯỠNG HSG PHẦN SỐ HỌC

CHUYÊN ĐỀ 1: TÌM CHỮ SỐ TẬN CÙNG

 DẠNG 1: TÌM 1 CHỮ SỐ TẬN CÙNG

Tính chất 1: a) Các số có chữ số tận cùng là 0, 1, 5, 6 khi nâng lên lũy thừa bậc bất kì thì chữ số tận cùng vẫn không thay đổi.

                     b) Các số có chữ số tận cùng là 4, 9 khi nâng lên lũy thừa bậc lẻ thì chữ số tận cùng vẫn không thay đổi. 

                     c) Các số có chữ số tận cùng là 3, 7, 9 khi nâng lên lũy thừa bậc 4n (n thuộc N) thì chữ số tận cùng là 1. 

                    d) Các số có chữ số tận cùng là 2, 4, 8 khi nâng lên lũy thừa bậc 4n (n thuộc N) thì chữ số tận cùng là 6 

Bài toán 1: Tìm chữ số tận cùng của các số: a) 799           b) 141414         c)4567 

Lời giải: 
a) Trước hết, ta tìm số dư của phép chia 99 cho 4:
Có 99 chia 4 dư 3 
· 99 = 4k + 3 (k thuộc N) => 799 = 74k+3 = 74k.73 Do 74k có chữ số tận cùng là 1 (theo tính chất 1c) ; 73 có tận cùng là 3=> 799  có chữ số tận cùng là 3 .
 b) Dễ thấy 1414 = 4k+2 (k thuộc N) => 141414có chữ số tận cùng là 6. 
c) Ta có 567 - 1 chia hết cho 4 => 567 = 4k + 1 (k thuộc N) nên 4567có chữ số tận cùng là 4. 
Tính chất 2: Một số tự nhiên bất kì, khi nâng lên lũy thừa bậc 4n + 1 (n thuộc N) thì chữ số tận cùng vẫn không thay đổi
 Chữ số tận cùng của một tổng các lũy thừa được xác định bằng cách tính tổng các chữ số tận cùng của từng lũy thừa trong tổng.
 Bài toán 2: Tìm chữ số tận cùng của tổng S = 21 +3 5 +4 9 + … +2007 8021
Lời giải:
 Nhận xét: Mọi lũy thừa trong S đều có số mũ khi chia cho 4 thì dư 1 (các lũy thừa đều có dạng  n4(n-2)+1, n thuộc {2, 3, …, 2007}). Theo tính chất 2, mọi lũy thừa trong S và các cơ số tương ứng đều có chữ số tận cùng giống nhau, bằng chữ số tận cùng của tổng: (2 + 3 + … + 9) + 199.(1 + 2 + … + 9) + 1 + 2 + 3 +…+7 = 200(1 + 2 + … + 9) + 27 = …. Vậy chữ số tận cùng của tổng S là 7. 
 Tính chất 3. 
a) Số có chữ số tận cùng là 3 khi nâng lên lũy thừa bậc 4n + 3 sẽ có chữ số tận cùng là 7 ; số có chữ số tận cùng là 7 khi nâng lên lũy thừa bậc 4n + 3 sẽ có chữ số tận cùng là 3. 
b) Số có chữ số tận cùng là 2 khi nâng lên lũy thừa bậc 4n + 3 sẽ có chữ số tận cùng là 8 ; số có chữ số tận cùng là 8 khi nâng lên lũy thừa bậc 4n + 3 sẽ có chữ số tận cùng là 2.
 c) Các số có chữ số tận cùng là 0, 1, 4, 5, 6, 9, khi nâng lên lũy thừa bậc 4n + 3 sẽ không thay đổi chữ số tận cùng.
 Bài toán 3: Tìm chữ số tận cùng của tổng T =23 +37 +411 + … +20048011 . 
Lời giải:
 Nhận xét: Mọi lũy thừa trong T đều có số mũ khi chia cho 4 thì dư 3 
 Theo tính chất 3 thì 23 có chữ số tận cùng là 8 ; 37 có chữ số tận cùng là 7 ;411 có chữ số tận cùng là 4 ; … Như vậy, tổng T có chữ số tận cùng bằng chữ số tận cùng của tổng: (8 + 7 + 4 + 5 + 6 + 3 + 2 + 9) + 199.(1 + 8 + 7 + 4 + 5 + 6 + 3 + 2 + 9) + 1 + 8 + 7 + 4 = 200(1 + 8 + 7 + 4 + 5 + 6 + 3 + 2 + 9) + 8 + 7 + 4 = 9019. 
Vậy chữ số tận cùng của tổng T là 9. 
* Trong một số bài toán khác, việc tìm chữ số tận cùng dẫn đến lời giải khá độc đáo. 
Bài toán 4: Tồn tại hay không số tự nhiên n sao cho n2 + n + 1 chia hết cho 19952007. 
Lời giải: 
19952007tận cùng bởi chữ số 5 nên chia hết cho 5. Vì vậy, ta đặt vấn đề là liệu 
n2 + n + 1 có chia hết cho 5 không ? Ta có n2 + n = n(n + 1), là tích của hai số tự nhiên liên tiếp nên chữ số tận cùng của n2 + n chỉ có thể là 0 ; 2 ; 6 => n2 + n + 1 chỉ có thể tận cùng là 1 ; 3 ; 7 => n2 + n + 1 không chia hết cho 5. Vậy không tồn tại số tự nhiên n sao cho n2 + n + 1 chia hết cho 19952007 . 
Sử dụng tính chất “một số chính phương chỉ có thể tận cùng bởi các chữ số 0 ; 1 ; 4 ; 5 ; 6 ; 9”, ta có thể giải được bài toán sau: 
Bài toán 5: Chứng minh rằng các tổng sau không thể là số chính phương: 
a) M = 19k + 5k + 1995k + 1996k (với k chẵn)
 b) N = 20072008 + 2006 
Sử dụng tính chất “một số nguyên tố lớn hơn 5 chỉ có thể tận cùng bởi các chữ số 1 ; 3 ; 7 ; 9”, ta tiếp tục giải quyết được bài toán: 
Bài toán 6: Cho p là số nguyên tố lớn hơn 5. Chứng minh rằng: P8n +3.P4n - 4 chia hết cho 5. 
*Một số bài tập tự giải
Bài 1: Tìm số dư của các phép chia: a) 21 + 35+ 49 + … + 20038005 cho 5
Bài 2: Tìm chữ số tận cùng của X, Y: X = 2 2 + 3 6 + 410 + … + 20048010 
                                                            Y = 28 + 312+ 416 + … + 20048016

Bài 3: Chứng minh rằng chữ số tận cùng của hai tổng sau giống nhau: 
U = 21 + 35+ 49 + … + 20058013

V =23 +37 +411 + … + 20058015 
Bài 4: Chứng minh rằng không tồn tại các số tự nhiên x, y, z thỏa mãn: 
19x+ 5y + 1980z = 19752007+ 2004.
DẠNG 2: TÌM 2 CHỮ SỐ TẬN CÙNG

Bài toán 7:

Tìm hai chữ số tận cùng của các số:                a)
22003
b)  799
Lời giải: a) Do 22003 là số chẵn, ta tìm số tự nhiên n nhỏ nhất sao cho 2n  - 1 ∶ 25.

Ta có 210 = 1024 => 210 + 1 = 1025 chia hết cho  25 => 220 - 1 = (210 + 1)(210 - 1) chia hết cho  25

=> 23(220  - 1) chia hết cho  100. Mặt khác:

22003 = 23(22000 - 1) + 23 = 23((220)100 - 1) + 23 = 100k + 8 (k Є  N).

Vậy hai chữ số tận cùng của 22003  là 08.

b)
Do 799 là số lẻ, ta tìm số tự nhiên n bé nhất sao cho 7n - 1 ∶ 100.

Ta có 74  = 2401 =>74 - 1 ∶ 100.

Mặt khác:  99 - 1 ∶ 4 => 99 = 4k + 1 (k Є N)

Vậy 799 = 74k + 1 = 7(74k - 1) + 7 = 100q + 7 (q Є N) tận cùng bởi hai chữ số 07.

Bài toán 8:    
Tìm số dư của phép chia 3517  cho 25.

Lời giải: Trước hết ta tìm hai chữ số tận cùng của 3517. Do số này lẻ nên ta phải tìm số tự nhiên n nhỏ nhất sao cho 3n  - 1 ∶ 100.

Ta có 310 = 95 = 59049 => 310 + 1 ∶ 50 => 320 - 1 = (310 + 1) (310 - 1) ∶ 100.

Mặt khác:  516 - 1 ∶ 4 => 5(516 - 1) ∶ 20

=> 517 = 5(516 - 1) + 5 = 20k + 5 =>3517 = 320k + 5 = 35(320k - 1) + 35 = 35(320k -   1) +

243, có hai chữ số tận cùng là 43.

Vậy số dư của phép chia 3517  cho 25 là 18.

Tính chất 4:  Nếu a Є N và (a, 5) = 1 thì a20  - 1 ∶ 25.

Bài toán 9: Tìm hai chữ số tận cùng của các tổng: 
a) S1=12002 + 22002 + 32002 + ... +  20042002
b) S2 = 12003 + 22003 + 32003 + ... +  20042003
Lời giải:

a) Dễ thấy, nếu a chẵn thì a2 chia hết cho 4 ; nếu a lẻ thì a100 - 1 chia hết cho 4 ; nếu a chia hết cho 5 thì a2  chia hết cho 25.

Mặt khác, từ tính chất 4 ta suy ra với mọi a Є N và (a, 5) = 1 ta có a100 - 1 ∶ 25.

Vậy với mọi a Є N ta có a2(a100  - 1) ∶ 100.

Do đó S1 = 12002 + 22(22000 - 1) + ... + 20042(20042000 - 1) + 22 + 32 + ... +  20042.

Vì thế hai chữ số tận cùng của tổng S1 cũng chính là hai chữ số tận cùng của tổng 12
+ 22 + 32 + ... + 20042. áp dụng công thức:

12 + 22 + 32 + ... + n2 = n(n + 1)(2n +  1)/6

=>12  + 22 + ... + 20042  = 2005 x 4009 x 334 = 2684707030, tận cùng là 30.

Vậy hai chữ số tận cùng của tổng S1  là 30.

b) Hoàn toàn tương tự như câu a, S2 = 12003 + 23(22000 - 1) + ... + 20043(20042000 - 1) + 23 + 33 + 20043. Vì thế, hai chữ số tận cùng của tổng S2 cũng chính là hai chữ số tận cùng của 13 + 23 + 33 + ... + 20043.

áp dụng công thức:
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=> 13 + 23 + ... + 20043 = (2005 x 1002)2 = 4036121180100, tận cùng là  00.

Vậy hai chữ số tận cùng của tổng S2  là 00.

Trở lại bài toán 5 (TTT2 số 15), ta thấy rằng có thể sử dụng việc tìm chữ số tận cùng để nhận biết một số không phải là số chính phương. Ta cũng có thể nhận biết điều đó thông qua việc tìm hai chữ số tận cùng.

Ta có tính chất sau đây (bạn đọc tự chứng minh).

Tính chất 5:  Số tự nhiên A không phải là số chính phương nếu:

+ A có chữ số tận cùng là 2, 3, 7, 8 ;

+ A có chữ số tận cùng là 6 mà chữ số hàng chục là chữ số chẵn ;

+ A có chữ số hàng đơn vị khác 6 mà chữ số hàng chục là lẻ ;

+ A có chữ số hàng đơn vị là 5 mà chữ số hàng chục khác 2 ;

+ A có hai chữ số tận cùng là lẻ.

Bài toán 10: Cho n Є N và n - 1 không chia hết cho 4. Chứng minh rằng 7n + 2 không thể là số chính phương.

Lời giải:  Do n - 1 không chia hết cho 4 nên n = 4k + r (r Є {0, 2, 3}). Ta có 74
- 1 = 2400 ∶ 100. Ta viết 7n + 2 = 74k + r + 2 = 7r(74k - 1) + 7r + 2.

Vậy hai chữ số tận cùng của 7n + 2 cũng chính là hai chữ số tận cùng của 7r + 2 (r = 0, 2, 3) nên chỉ có thể là 03, 51, 45. Theo tính chất 5 thì rõ ràng 7n + 2 không thể là số chính phương khi n không chia hết cho 4.
DẠNG 3: TÌM 3 CHỮ SỐ TẬN CÙNG

Tính chất 6:

Nếu a Є N và (a, 5) = 1 thì a100  - 1 chia hết cho 125.

Chứng minh: Do a20 - 1 chia hết cho 25 nên a20, a40, a60, a80 khi chia cho 25 có cùng số dư là 1

=> a20 + a40 + a60 + a80 + 1 chia hết cho 5. Vậy a100 - 1 = (a20 - 1)( a80 + a60     + a40+ a20  + 1) chia hết cho 125.
Bài toán 11:Tìm ba chữ số tận cùng của 123101.

Lời giải:  Theo tính chất 6, do (123, 5) = 1 => 123100  - 1 chia hết cho 125
(1). Mặt khác:

123100 - 1 = (12325 - 1)(12325 + 1)(12350 + 1) => 123100 - 1 chia hết  cho 8
(2).

Vì (8, 125) = 1, từ (1) và (2) suy ra:  123100  - 1 chi hết cho 1000

=> 123101 = 123(123100 - 1) + 123 = 1000k + 123 (k ∩ N).

Vậy 123101  có ba chữ số tận cùng là 123.

Bài toán 12:Tìm ba chữ số tận cùng của 3399...98.

Lời giải:  Theo tính chất 6, do (9, 5) = 1 => 9100  - 1 chi hết cho 125
(1).

Tương tự bài 11, ta có 9100  - 1 chia hết cho 8
(2).

Vì (8, 125) = 1, từ (1) và (2) suy ra: 9100 - 1 chia hết cho 1000 => 3399...98 = 9199...9 = 9100p + 99 = 999(9100p - 1) + 999 = 1000q + 999 (p, q Є  N).

Vậy ba chữ số tận cùng của 3399...98  cũng chính là ba chữ số tận cùng của 999.

Lại vì 9100 - 1 chia hết cho 1000 => ba chữ số tận cùng của 9100 là 001 mà 999 = 9100: 9 => ba chữ số tận cùng của 999 là 889 (dễ kiểm tra chữ số tận cùng của 999 là 9, sau đó dựa vào phép nhân [image: image2.png]
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).

Vậy ba chữ số tận cùng của 3399...98  là 889.

Nếu số đã cho chia hết cho 8 thì ta cũng có thể tìm ba chữ số tận cùng một cách gián tiếp theo các bước: Tìm dư của phép chia số đó cho 125, từ đó suy ra các khả năng của ba chữ số tận cùng, cuối cùng kiểm tra điều kiện chia hết cho 8 để chọn giá trị đúng.

        Bài toán 13:Tìm ba chữ số tận cùng của 2004200.

           Lời giải:  do (2004, 5) = 1 (tính chất 6) => 2004100  chia cho 125 dư 1

=> 2004200 = (2004100)2 chia cho 125 dư 1

=> 2004200  chỉ có thể tận cùng là 126, 251, 376, 501, 626, 751, 876. Do 2004200
chia hết cho 8 nên chỉ có thể tận cùng là 376.

Từ phương pháp tìm hai và ba chữ số tận cùng đã trình bày, chúng ta có thể mở rộng để tìm nhiều hơn ba chữ số tận cùng của một số tự nhiên.

Sau đây là một số bài tập vận dụng:
Bài 1: Chứng minh 1n + 2n + 3n + 4n chia hết cho 5 khi và chỉ khi n không chia hết cho 4.

Bài 2:  Chứng minh 920002003, 720002003  có chữ số tận cùng giống nhau.

Bài 3: Tìm hai chữ số tận cùng của: a) 3999
b) 111213

Bài 4: Tìm hai chữ số tận cùng của: S = 23 + 223 + ... + 240023
Bài 5: Tìm ba chữ số tận cùng của: S = 12004  + 22004  + ... + 20032004
Bài 6: Cho (a, 10) = 1. Chứng minh rằng ba chữ số tận cùng của a101 cũng bằng ba chữ số tận cùng của a.

Bài 7: Cho A là một số chẵn không chia hết cho 10. Hãy tìm ba chữ số tận cùng của A200.

Bài 8: Tìm ba chữ số tận cùng của số: 199319941995 ...2000

Bài 9:  Tìm sáu chữ số tận cùng của 521.
             Bài toán 10: a) Tìm chữ số hàng đơn vị của số: 
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                b) Tìm chữ số hàng trăm của số: 
[image: image5.wmf]2007

29

P

=

 

                c) Tìm chữ số cuối cùng của 
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Việc tìm chữ số tận cùng có thể sử dụng quan hệ đồng dư
a)  Ta có:   
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Như vậy các luỹ thừa của 103 có chữ số tận cùng liên tiếp là: 3,  9,  7,  1 (chu kỳ 4).
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 có chữ số hàng đơn vị là 9. 

b)  T×m ch÷ sè hµng tr¨m cña sè: 
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Ch÷ sè hµng tr¨m cña sè: 
[image: image25.wmf]2009

29

P

=

là 8

c) Ta có: 
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Mà     
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     Ch÷ sè hµng đv cña sè: 
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 là 1
Bài 11: 

     a) Tìm 4 chữ số tân cùng của số 
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a = 4151162 - 11
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b)  Tìm 4 chữ số tân cùng của số 
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Giải:

a) Ta có: 
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Vậy 4 chữ số tận cùng của số 
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b) Ta có:   
[image: image50.wmf](

)

200221352135mod 10000

º


Mà      
[image: image51.wmf](

)

(

)

22

200221352135mod 100008225mod 10000

ºº


            
[image: image52.wmf](

)

(

)

32

20022135=200221352002213582252135mod 100

000375mod 10000

´º´º

                

       
[image: image53.wmf]Þ

 
[image: image54.wmf](

)

(

)

(

)

3

a = 20022135 + 5 0375mod 100005mod 10000

0380mod 10000

º+º


Vậy 4 chữ số tận cùng của số 
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CHUYÊN ĐỀ 2: SỐ CHÍNH PHƯƠNG
DẠNG1: CHỨNG MINH MỘT SỐ KHÔNG PHẢI LÀ SỐ CHÍNH PHƯƠNG
Trong chương trình Toán lớp 6, các em đã được học về các bài toán liên quan tới phép chia hết của một số tự nhiên cho một số tự nhiên khác 0 và đặc biệt là được giới thiệu về số chính phương, đó là số tự nhiên bằng bình phương của một số tự nhiên (chẳng hạn:  0 ; 1 ; 4 ; 9 ;16 ; 25 ; 121 ; 144 ; …).

Kết hợp các kiến thức trên, các em có thể giải quyết bài toán: Chứng minh một số không phải là số chính phương. Đây cũng là một cách củng cố các kiến thức mà các em đã được học. Những bài toán này sẽ làm tăng thêm lòng say mê môn toán cho các em.

1. Nhìn chữ số tận cùng

Vì số chính phương bằng bình phương của một số tự nhiên nên có thể thấy ngay số chính phương phải có chữ số tận cùng là một trong các chữ số 0 ; 1 ; 4 ; 5 ; 6 ; 9. 
Bài toán 1: Chứng minh số:  n = 20042 + 20032 + 20022 - 20012  không phải là số chính phương.

Lời giải: Dễ dàng thấy chữ số tận cùng của các số 20042 ; 20032 ; 20022 ; 20012 lần lượt là 6 ; 9 ; 4 ; 1. Do đó số n có chữ số tận cùng là 8 nên n không phải là số chính phương.

Chú ý: Nhiều khi số đã cho có chữ số tận cùng là một trong các số 0 ; 1 ; 4 ; 5 ; 6 ; 9 nhưng vẫn không phải là số chính phương. Khi đó các bạn phải lưu ý thêm một chút nữa:

Nếu số chính phương chia hết cho số nguyên tố p thì phải chia hết cho p2. 
Bài toán 2:  Chứng minh số 1234567890 không phải là số chính phương.

Lời giải: Thấy ngay số 1234567890 chia hết cho 5 (vì chữ số tận cùng là 0) nhưng không chia hết cho 25 (vì hai chữ số tận cùng là 90). Do đó số 1234567890 không phải là số chính phương
Chú ý: Có thể lý luận 1234567890 chia hết cho 2 (vì chữ số tận cùng là 0), nhưng không chia hết cho 4 (vì hai chữ số tận cùng là 90) nên 1234567890 không là số chính phương.

Bài toán 3: Chứng minh rằng nếu một số có tổng các chữ số là 2004 thì số đó không phải là số chính phương.

Lời giải: Ta thấy tổng các chữ số của số 2004 là 6 nên 2004 chia hết cho 3 mà không chia hết 9 nên số có tổng các chữ số là 2004 cũng chia hết cho 3 mà không chia hết cho 9, do đó số này không phải là số chính phương.

Bài 1: Chứng minh tổng các bình phương của 5 số tự nhiên liên tiếp không thể là một số chính phương

Gợi ý:  …=5(n2+2) ; n2  không có tận cùng là 3 ;8…

2. Dùng tính chất của số dư
Số chính phương khi chia cho 3 chỉ có số dư là 0 hoặc 1
Số chính phương khi chia cho 4 sẽ cho số dư là 0 hoặc 1

Bài toán 4: Chứng minh một số có tổng các chữ số là 2006 không phải là số chính phương.

Chắc chắn các em sẽ dễ bị “choáng”. Vậy ở bài toán này ta sẽ phải nghĩ tới điều gì ? Vì cho giả thiết về tổng các chữ số nên chắc chắn các em phải nghĩ tới phép chia cho 3 hoặc cho 9. Nhưng lại không gặp điều “kì diệu” như bài toán 3. Thế thì ta nói được điều gì về số này ? Chắc chắn số này chia cho 3 phải dư 2. Từ đó ta có lời giải.

Lời giải: Vì số chính phương khi chia cho 3 chỉ có số dư là 0 hoặc 1 mà thôi (coi như bài tập để các em tự chứng minh !). Do tổng các chữ số của số đó là 2006 nên số đó chia cho 3 dư 2. Chứng tỏ số đã cho không phải là số chính phương. 
Sau đây là một số bài tập vận dụng:
Bài toán 5: Chứng minh tổng các số tự nhiên liên tiếp từ 1 đến 2005 không phải là số chính phương.

Bài toán 6: Chứng minh số: n = 20044 + 20043 + 20042 + 23 không là số chính phương.

Bây giờ các em theo dõi bài toán sau để nghĩ tới một “tình huống” mới.

Bài toán 7:  Chứng minh số:

n = 44 + 4444 + 444444 + 44444444 + 15 không là số chính  phương.
Bài toán 8: Chứng minh tổng các bình phương của hai  số lẻ bất kì không phải là số chính phương.
(gợi ý: a2+b2 chia 4 dư 2)

Nhận xét: Nếu xét n chia cho 3, các em sẽ thấy số dư của phép chia sẽ là 1, thế là không “bắt chước” được cách giải của các bài toán 3 ; 4 ; 5 ; 6. Nếu xét chữ số

tận cùng các em sẽ thấy chữ số tận cùng của n là 9 nên không làm “tương tự” được như các bài toán 1 ; 2. Số dư của phép chia n cho 4 là dễ thấy nhất, đó chính là 3. Một số chính phương khi chia cho 4 sẽ cho số dư là 0 hoặc 1. Như vậy đã giải xong bài toán 7.

3. “Kẹp” số giữa hai số chính phương “liên tiếp”

Các em có thể thấy rằng:  Nếu n là số tự nhiên và số tự nhiên k thỏa mãn n2 < k

< (n + 1)2 thì k không là số chính phương. Từ đó các em có thể xét được các bài toán sau:

Bài toán 8:  Chứng minh số 4014025 không là số chính phương.

Nhận xét: Số này có hai chữ số tận cùng là 25, chia cho 3 dư 1, chia cho 4 cũng dư 1. Thế là tất cả các cách làm trước đều không vận dụng được. Các em có thể thấy lời giải theo một hướng khác.

Lời giải:  Ta có 20032 = 4012009 ; 20042 = 4016016 nên 20032 < 4014025 <

20042. Chứng tỏ 4014025 không là số chính phương.

Bài toán 9: Chứng minh A = n(n + 1)(n + 2)(n + 3) không là số chính phương với mọi số tự nhiên n khác 0.

Lời giải:  Ta có:

A + 1 = n(n + 1)(n + 2)(n + 3) + 1 = (n2 + 3n)(n2 + 3n + 2) + 1 = (n2 + 3n)2 + 2(n2 + 3n) +1 = (n2  + 3n +1)2.

Mặt khác:

(n2 + 3n)2 < (n2 + 3n)2 + 2(n2 + 3n) =  A.

Điều này hiển nhiên đúng vì n ≥ 1. Chứng tỏ:  (n2 + 3n)2 < A < A + 1 = (n2 + 3n +1)2.

=> A không là số chính phương.

Một số bài tập vận dụng:

Bài toán 10: Hãy tìm số tự nhiên n sao cho A = n4 - 2n3 + 3n2 - 2n là số chính phương.

Gợi ý:  Nghĩ đến (n2  - n + 1)2.

Bài toán 11: Chứng minh số 235 + 2312 + 232003 không là số chính phương. Gợi ý:  Nghĩ đến phép chia cho 3 hoặc phép chia cho 4.

Bài toán 12:  Có 1000 mảnh bìa hình chữ nhật, trên mỗi mảnh bìa được ghi một số trong các số từ 2 đến 1001 sao cho không có hai mảnh nào ghi số giống nhau. Chứng minh rằng: Không thể ghép tất cả các mảnh bìa này liền nhau để được một số chính phương.

Bài toán 13: Chứng minh rằng: Tổng các bình phương của bốn số tự nhiên liên tiếp không thể là số chính phương.

Gợi ý:  Nghĩ tới phép chia cho 4.

Bài toán 14: Chứng minh rằng số 333333 + 555555 + 777777 không là số chính phương.

Gợi ý:  Nghĩ đến phép chia cho … một chục (?)
Bài toán 15: Chứng minh số n6 –n4+ 2n3+ 2n2không là số chính phương Với n>1 ; n là số tự nhiên.
Gợi ý:  …=n2(n+1)2(n2-2n+2)

Với n>1 ; n là số tự nhiên (n-1)2< n2-2n+2< n2
             Bài toán 16: Cho hai số tự nhiên a,b thỏa mãn 2a2+a=3b2+b. Chứng minh 2a+2b+1 là số chính phương (Đề thi HSG cấp tỉnh 2013-2014)

Gợi ý:  …(a-b)(2a+2b+1)=b2
(a-b) và (2a+2b+1)nguyên tố cùng nhau

DẠNG 2:  CHỨNG MINH MỘT SỐ LÀ SỐ CHÍNH PHƯƠNG
Phương pháp 1:  Dựa vào định nghĩa.
Ta biết rằng, số chính phương là bình phương của một số tự nhiên. Dựa vào định nghĩa này, ta có thể định hướng giải quyết các bài toán.
Bài toán 1:  Chứng minh:  Với mọi số tự nhiên n thì 
 an  = n(n + 1)(n + 2)(n + 3)+ 1 là số chính phương.

Lời giải:  Ta có:

an  = n(n + 1) (n + 2) (n + 3) + 1= (n2 + 3n) (n2 + 3n + 2) + 1

= (n2 + 3n)2 + 2(n2 + 3n) + 1= (n2  + 3n + 1)2
Với n là số tự nhiên thì n2 + 3n + 1 cũng là số tự nhiên, theo định nghĩa, an là số chính phương.
           Bài toán 1.1: Cho S= 1.2.3+2.3.4+3.4.5+…+k(k+1)(k+2)

Chứng minh 4S+1 là số chính phương(Gợi ý: 4S+1= k(k + 1)(k + 2)(k + 3)+ 1)
Ta có:


Bài toán 2:  Chứng minh số:
là số chính phương.
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Lời giải:
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Vậy:
là số chính phương.
Bài toán 2.1:  Chứng minh số:A,B,C là số chính phương.
A=   11…1      +    44…4    +    1

  (2n chữ số 1      n chữ số 4)
B=   11…1      +    11…1    +   66…6   + 8

  (2n chữ số 1    n+1 chữ số 1     n chữ số 6)
C=   44…4      +    22…2    +   88…8   + 7

  (2n chữ số4    n+1 chữ số 2     n chữ số 8)
Phương pháp 2:  Dựa vào tính chất đặc biệt.

Tính chất:  “Nếu a, b là hai số tự nhiên nguyên tố cùng nhau và a.b là một số chính phương thì a và b đều là các số chính phương”.

Bài toán 3:  Chứng minh rằng:  Nếu m, n là các số tự nhiên thỏa mãn 3m2  + m

= 4n2  + n thì m - n và 4m + 4n + 1 đều là số chính phương.

Lời giải:

Ta có:  3m2  + m = 4n2+ n

tương đương với 4(m2 – n2) + (m - n) = m2 hay là (m - n)(4m + 4n + 1) = m2 (*)

Gọi d là ước chung lớn nhất của m - n và 4m + 4n + 1 thì (4m + 4n + 1) + 4(m - n) chia hết cho d => 8m + 1 chí hết cho d.

Mặt khác, từ (*) ta có:  m2 chia hết cho d2 => m chia hết cho d.

Từ 8m + 1 chia hết cho d và m chia hết cho d ta có 1 chia hết cho d => d = 1.

Vậy m - n và 4m + 4n + 1 là các số tự nhiên nguyên tố cùng nhau, thỏa mãn (*) nên chúng đều là các số chính phương. 
Một số bài tập vận dụng:

1) Chứng minh các số sau đây là số chính phương:


2)Cho các số nguyên dương a, b, c đôi một nguyên tố cùng nhau, thỏa mãn: 1/a + 1/b = 1/c. Hãy cho biết a + b có là số chính phương hay không ?

3)Chứng minh rằng, với mọi số tự nhiên n thì 3n  + 4 không là số chính phương.

4)Chứng minh:  Nếu:  [image: image58.png]+2412n +1




và n là hai số tự nhiên thì a là số chính phương.

 Cho hai số tự nhiên a,b thỏa mãn 2a2+a=3b2+b. Chứng minh 2a+2b+1 là số chính phương (Đề thi HSG cấp tỉnh 2013-2014)

Gợi ý:  …(a-b)(2a+2b+1)=b2
(a-b) và (2a+2b+1)nguyên tố cùng nhau

DẠNG 3:  TÌM GIÁ TRỊ CỦA BIẾN ĐỂ GIÁ TRỊ CỦA BIỂU THỨC LÀ SỐ CHÍNH PHƯƠNG
Phương pháp 1:  Đưa về phương trình ước số
Đây là một dạng của phương trình nghiệm nguyên và ta thường giải bằng cách đưa về phương trình ước số
Bài toán 1: Tìm số tự nhiên n để  các số sau là số chính phương
a) n2  + 2n+12                      b) 13n+13
Giải

a)Vì n2  + 2n+12 là số chính phương 

   đặt   n2  + 2n+12=k2(k là số tự nhiên)

        (k+n+1)(k-n-1)=11

Vì  k+n+1>k-n-1 và chúng là những số nguyên dương nên 
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Vậy n=4
b)có 13n+13=13(n+1)

vì 13 là số nguyên tố nên để 13n+13 là số chính phương thì n+1=13k2  (k là số tự nhiên)
                …  
Bài toán 2: Tìm số tự nhiên n để 28+211+2n  là số chính phương
Giải

28+211+2n  =482+2n
Để 28+211+2n  là số chính phương đặt  28+211+2n  =a2(k là số tự nhiên)

2n =(a-48)(a+48)

Do đó
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q=5 và p=7 nên n=12

Thử lại: 28+211+2n  =802
Vậy n=12

Bài toán 3: Tìm các số nguyên k để 
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 là số chính phương.
(Đề thi chuyên Toán Nguyễn Trãi HD 2015-2016)
Đặt 
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Ta có 
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M là số chính phương khi và chỉ khi 
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TH 1. 
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Vì 
[image: image72.wmf],3,3

mkmkmk

ÎÞ-+Î+-Î

¢¢¢

  nên


[image: image73.wmf]31

31

mk

mk

-+=

ì

í

+-=

î

 hoặc 
[image: image74.wmf]311,3

3

311,3

mkmk

k

mkmk

-+=-==

ìé

ÛÞ=

í

ê

+-=-=-=

îë


 Vậy 
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Một số bài tập vận dụng:                                                                                             
Tìm số tự nhiên n để  các số sau là số chính phương
1)  n(n+3)             2)   n2  + 2n + 2004                 3) n2  + 2009     
Phương pháp 2: sử dụng tính chẵn lẻ, tính chất chia hết
Bài toán 3: Có hay không số tự nhiên n để 2006+n2 là số chính phương  
Giải        

2006+n2 là số chính phương thì 2006+n2 =k2  (k là số tự nhiên)    
(k-n)(k+n)=2006

2006 có nhiều ước nên nếu dùng ngay phương trình ước số thì xét nhiều trường hợp nên có thể sử dụng tính chẵn lẻ, tính chất chia hết để loại các trường hợp

Ta có   (k-n)(k+n)=2006

(k-n) và(k+n) có ít nhất một hạng tử là số chẵn

Mà (k-n) và (k+n) cùng tính chẵn lẻ

Nên (k-n)(k+n) chia hết cho 4

Lại có 2006 không chia hết cho 4

Vậy không có số tự nhiên n để 2006+n2 là số chính phương     
Phương pháp 3 : Xét trường hợp riêng     
Bài toán 4: Tìm số tự nhiên n 
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³

 để A= 1!+2!+3!+…+n!  là số chính phương
Giải

Với n=1 thì A=1 là số chính phương

Với n=2 thì A=3 không  là số chính phương

Với n=3 thì A=9 là số chính phương

Với  n 
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³

  thì A=9+1.2.3.4+5!+…+n! =33+5!+…+n!  mà 5!+…+n!   có chữ số tận cùng là 0 nên A có chữ số tận cùng là 3

 A không là số chính phương
Vậy n=1 ; 3 thì A là số chính phương

Phương pháp 4 :Chặn giá trị 
Bài toán 5: Tìm số tự nhiên n để (23-n)(n-3) là số chính phương

Giải

(23-n)(n-3) là số chính phương nên
[image: image80.wmf]323
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Lập bảng giá trị để tính số cụ thể

CHUYÊN ĐỀ 3: SỐ NGUYÊN TỐ
PHẦN I

MỘT SỐ KIẾN THỨC CƠ BẢN VỀ SỐ NGUYÊN TỐ

I/ Định nghĩa

1) Số nguyên tố là những số tự nhiên lớn hơn 1, chỉ có 2 ước số là 1 và chính nó.

Ví dụ: 2, 3, 5, 7 11, 13,17, 19....

2) Hợp số là số tự nhiên lớn hơn 1 và có nhiều hơn 2 ước.

Ví dụ: 4 có 3 ước số: 1 ;  2  và  4 nên  4 là  hợp  số.

3) Các số 0 và 1 không phải là só nguyên tố cũng không phải là hợp số

4) Bất kỳ số tự nhiên lớn hơn 1 nào cũng có ít nhất một ước số nguyên tố

II/ Một số định lý cơ bản

1) Định lý 1: Dãy số nguyên tố là dãy số vô hạn

Chứng minh:

Giả sử chỉ có hữu hạn số nguyên tố là p1; p2; p3; ....pn. trong đó pn là số lớn nhất trong các nguyên tố. Xét số N = p1 p2 ...pn +1  thì N chia cho mỗi số nguyên tố pi (1 ( i ( n) đều dư 1


(1)

Mặt khác N là một hợp số (vì nó lớn hơn số nguyên tố lớn nhất là pn) do đó N phải có một ước nguyên tố nào đó, tức là N chia hết cho một trong các số pi 

(1 ( i ( n).




(2)

Ta thấy (2) mâu thuẫn (1).

Vậy không thể có hữu hạn số nguyên tố.

2/ Định lý 2:

Mọi số tự nhiên lớn hơn 1 đều phân tích được ra thừa số nguyên tố một cách duy nhất (không kể thứ tự các thừa số).

Chứng minh:

* Mọi số tự nhiên lớn hơn 1 đều phân tích được ra thừa số nguyên tố:

Thật vậy: giả sử điều khẳng định trên là đúng với mọi số m thoả mãn:  1< m < n  ta chứng minh điều đó đúng với mọi n.

Nếu n là nguyên tố, ta có điều phải chứng minh.

Nếu n là hợp số, theo định nghĩa hợp số, ta có: n = a.b (với a, b < n)

Theo giả thiết quy nạp: a và b là tích các thừa số nhỏ hơn n nên n là tích cuả các thừa số nguyên tố.

* Sự phân tích là duy nhất:

Giả sử mọi số m < n  đều phân tích được ra thừa số nguyên tố một cách duy nhất, ta chứng minh điều đó đúng với n:

Nếu n là số nguyên tố thì ta được điều phải chứng minh.

Nếu n là hợp số: Giả sử có 2 cách phân tích n ra thừa số nguyên tố khác nhau:

n = p.q.r....

n = p’.q’.r’....

Trong đó p, q, r ..... và p’, q’, r’.... là các số nguyên tố và không có số nguyên tố nào cũng có mặt trong cả hai phân tích đó (vì nếu có số thoả mãn điều kiện như trên, ta có thể chia n cho số đó lúc đó thường sẽ nhỏ hơn n, thương này có hai cách phân tích ra thừa số nguyên tố khác nhau, trái với giả thiết của quy nạp).

Không mất tính tổng quát, ta có thể giả thiết p và p’ lần lượt là các số nguyên tố nhỏ nhất trong phân tích thứ nhất và thứ hai.

Vì n là hợp số nên n’ > p2 và n > p’2

Do  p = p’ => n > p.p’
Xét m = n  -   pp’  <  n  được phân tích ra thừa số nguyên tố một cách duy nhất ta thấy:

p | n => p | n – pp’ hay p | m

p’| n => p’| n – pp’ hay p’| m

Khi phân tích ra thừa số nguyên tố ta có: 

m = n - pp’ = pp’ . P.Q ... với P, Q 
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 P ( P  là tập các số nguyên tố)    

· pp’ | n = pp’ | p.q.r ... => p’ |  q.r ... => p’ là ước nguyên tố của q.r ...

Mà p’ không trùng với một thừa số nào trong q,r ... (điều này trái với gỉa thiết quy nạp là một số nhỏ hơn n đều phân tích được ra thừa số nguyên tố một cách duy nhất).

Vậy, điều giả sử không đúng, n không thể là hợp số mà n phải là số nguyên tố (Định lý được chứng minh).

III/ Cách nhận biết một số nguyên tố

Cách 1:

Chia số đó lần lượt cho các nguyên tố  từ nhỏ đến lớn: 2; 3; 5; 7...

Nếu có một phép chia hết thì số đó không nguyên tố.

Nếu thực hiện phép chia cho đến lúc thương số nhỏ hơn số chia mà các phép chia vẫn có số dư  thì số đó là nguyên tố.

Cách 2:

Một số có hai ước số lớn hơn 1 thì số đó không phải là số nguyên tố

Cho học sinh lớp 6 học cách nhận biết 1 số nguyên tố bằng phương pháp thứ nhất (nêu ở trên), là dựa vào định lý cơ bản:

Ước số nguyên tố nhỏ nhất của một hợp số A là một số khôngvượt quá (A.

Đặc biệt: Với dãy 25 số nguyên tố nhỏ hơn 100 nên cho học sinh học thuộc, tuy nhiên khi găp 1 số a nào đó (a < 100) muốn xét xem a là số nguyên tố hay hợp số ta thử a có chia hết cho 2; 3; 5; 7 hay không.

+ Nếu a chia hết cho 1 trong 4 số đó thì a là hợp số.

+ Nếu a không chia hết cho số nào đó trong 4 số trên thì a là số nguyên tố.

Với quy tắc trên trong một khoản thời gian ngắn, với các dấu hiệu chia hết thì học sinh nhanh chóng trả lời được một số có hai chữ số nào đó là nguyên tố hay không.

Hệ quả:

Nếu có số A > 1 không có một ước số nguyên tố nào từ 2 đến (A thì A là một nguyên tố.

(Do học sinh lớp 6 chưa học khái niệm căn bậc hai nên ta không đặt vấn đề chứng minh định lý này, chỉ giới thiệu để học sinh tham khảo.).

IV/ Số các ước số và tổng các ước số của 1 số:

Giả sử: A = p1X1 .  p2X2 ......pnXn


Trong đó: pi 
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 P   ; xi  
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 N ; i = 1, n 


   

a) Số các ước số của A tính bằng công thức:

T(A) = (x1 + 1)(x2 + 1) .....(xn + 1)

Ví dụ: 30 = 2.3.5 thì T(A) = (1 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 8

Thật vậy: 
Ư(30) =( 1;2;3;5;6;10;15;30(


Ư(30)  có 8 phân tử

Ứng dụng: Có thể không cần tìm Ư(A) vẫn biết A có bao nhiêu ước thông qua việc phân tích ra thừa số nguyên tố.

3100 có (100 + 1) = 101 ước

1 000 000 000 = 109 = 29.59 có (9 + 1)(9+1) = 100 ước


Ý nghĩa: Khi thông báo cho học sinh cách tính số ước của một số các em có thể tin tưởng khi viết một tập hợp ước của một số và khẳng định đã đủ hay chưa.


b) Tổng các ước một số của A tính bằng công thức:

	(A) =
	p1X1 + 1  -  1

p1  -  1

	.
	p2X2 + 1  -  1

p2  -  1

	…
	pnXn + 1  -  1

pn  -  1




V/ Hai số nguyên tố cùng nhau:


1- Hai số tự nhiên được gọi là nguyên tố cùng nhau khi và chỉ khi chúng có ước chung lớn nhất (ƯCLN) bằng 1.


a, b nguyên tố cùng nhau <=> (a,b) = 1

a,b 
[image: image84.wmf]Î

 N


2- Hai số tự nhiên liên tiếp luôn nguyên tố cùng nhau


3- Hai số nguyên tố khác nhau luôn nguyên tố cùng nhau


4- Các số a,b,c nguyên tố cùng nhau <=> (a,b,c) = 1


5- a,b,c nguyên tố sánh đôi khi chúng đôi một nguyên tố cùng nhau


    a,b,c nguyên tố sánh đôi <=> (a,b) = (b,c) = (c,a) = 1

VI/ Một số định lý đặc biệt


1) Định lý Đirichlet


Tồn tại vô số số nguyên tố p có dạng:


p = ax + b 
(x 
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 N, a, b là 2 số nguyên tố cùng nhau).

    
Việc chứng minh định lý này khá phức tạp, trừ một số trường hợp đặc biệt.

          Ví dụ: Chứng minh rằng có vô số số nguyên tố dạng: 2x – 1; 3x – 1; 4x + 3; 6x + 5.....



2) Định lý Tchebycheff


Trong khoảng từ số tự nhiên n đến số tự nhiên 2n có ít nhất một số nguyên tố    (n > 2).



3) Định lý Vinogradow


Mọi số lẻ lớn hơn 33​ là tổng của 3 số nguyên tố.


Các định lý 2 và 3 ta có thể giới thiệu cho học sinh tham khảo và sử dụng để giải một số bài tập.   

PHẦN II

MỘT SỐ BÀI TOÁN CƠ BẢN

VỀ SỐ NGUYÊN TỐ 

DẠNG 1:
CÁC BÀI TOÁN CHỨNG MINH SỐ NGUYÊN TỐ
Bài tập số 1:

Chứng minh rằng: (p – 1)! chia hết cho p nếu p là hợp số, không chia hết cho p nếu p là số nguyên tố.

Giải:

+) Xét trường hợp p là hợp số:

Nếu p là hợp số thì p là tích của các thừa số nguyên tố nhỏ hơn p và số mũ các luỹ thừa này không thể lớn hơn số mũ của chính các luỹ thừa ấy chứa trong  (p – 1)!.

Vậy: (p – 1) !: p     (điều phải chứng minh).

+) Xét trường hợp p là số nguyên tố:

Vì p 
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  P    => p nguyên tố cùng nhau với mọi thừa số của (p –1)!

(vì p > p-1 => (p – 1)! : p    (điều phải chứng minh)

Bài tập số 2:

Cho 2m – 1 là số nguyên tố

Chứng minh rằng m cũng là số nguyên tố.

Giải:

Giả sử m là hợp số => m = p.q ( p, q 
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  N; p, q > 1)

Khi đó: 2m – 1 = 2p,q  -  1 
= (2p)q – 1 





= (2p – 1)(2p(q-1) + 2p(q-2) + .....+ 1)

vì p > 1 (giả thiết) của điều giả sử  => 2p – 1 > 1

và (2p(q-1) + 2p(q-2) + .....+ 1) > 1

Dẫn đến 2m – 1 là hợp số (trái với giả thiết 2m –1 là số nguyên tố)

Điều giả sử không thể xảy ra.

          Vậy m phải là số nguyên tố (điều phải chứng minh)

Bài tập số 3:

Chứng minh rằng: 1994! – 1 có mọi ước số nguyên tố lớn hơn 1994.

Giải:    (Chứng minh bằng phương pháp phản chứng)

Gọi p là ước số nguyên tố của (1994! – 1)

Giả sử p (1994 => 1994. 1993 ..... 3. 2. 1 : p

<=> 1994! : p

mà (1994! – 1) : p => 1 : p    (vô lý)

Vậy: p không thể nhỏ hơn hoặc bằng 1994 hay p > 1994 (điều phải chứng minh).

Bài tập số 4:
Chứng minh rằng: n > 2 thì giữa n và n! có ít nhất 1 số nguyên tố (từ đó suy ra có vô số số nguyên tố).

Giải:


Vì n > 2 nên k = n! – 1 > 1, do đó k có ít nhất một ước số nguyên tố p.


Ta chứng minh p > n .Thật vậy: nếu p ( n thì n! : p


Mà 
k : p => (n! – 1) : p.Do đó:
1 : p 

(vô lý)

Vậy:
p > n=>n < p < n! – 1 < n! (Điều phải chứng minh)

Dạng 2:

TÌM SỐ NGUYÊN TỐTHOẢ MÃN ĐIỀU KIỆN CHO TRƯỚC
Bài tập số 1:

Tìm tất cả các giá trị của số nguyên tố p để:  p + 10 và p + 14 cũng là số nguyên tố.

Giải:    (Phương pháp: Chứng minh duy nhất)

+ Nếu p = 3  thì p + 10 = 3 + 10 = 13

và p + 14 = 3 + 14 = 17 đều là các số nguyên tố

p = 3 là giá trị cần tìm

+ Nếu p ( 3 => p có dạng 3k + 1 hoặc dạng 3k – 1

* Nếu p = 3k + 1 thì p + 14 = 3k + 15 = 3(k + 5) : 3

* Nếu p = 3k – 1 thì p + 10 = 3k + 9  = 3(k + 3) : 3

Vậy nếu p ( 3 thì hoặc p + 10 hoặc p + 14 là hợp số. 

=> không thỏa mãn bài ra

Do đó: giá trị duy nhất cần tìm là: p = 3

Bài tập số 2:

Tìm số nguyên tố p để p + 2; p + 6;  p + 18 
đều là số nguyên tố.

Giải:

Bằng cách giải tương tự bài tập số 1, học sinh dễ dàng tìm được p = 5 thoả mãn bài ra. Xong không chứng minh được p = 5 là giá trị duy nhất vì dễ dàng thấy  p = 11 cũng thoả mãn bài ra.

Vậy với bài tập này, học sinh chỉ cần chỉ ra một vài giá trị của p thoả mãn là đủ.

Bài tập số 3:

Tìm k để trong 10 số tự nhiên liên tiếp: k + 1; k +2; k +3;....k +10 có nhiều số nguyên tố nhất.

Giải:

Giáo viên hướng dẫn học sinh rút ra nhận xét: Trong 10 số tự nhiên liên tiếp, có 5 số chẵn và 5 số lẻ (trong 5 số chẵn, có nhiều nhất là 1 số nguyên tố chẵn là 2). 

Vậy: trong 10 số đó có không quá 6 số nguyên tố

+) Nếu k = 0, từ 1 đến 10 có 4 số nguyên tố: 2; 3; 5; 7

+) Nếu k = 1 từ 2 đến 11 có 5 số nguyên tố: 2; 3; 5; 7; 11

+) Nếu k > 1 từ 3 trở đi không có số chẵn nào là số nguyên tố. Trong 5 số lẻ liên tiếp, ít nhất có 1 số là bội số của 3 do đó, dãy sẽ có ít hơn 5 số nguyên tố.

Vậy với k = 1, dãy tương ứng: k + 1;  k + 2, ..... k + 10 có chứa nhiều số nguyên tố nhất (5 số nguyên tố).

Bài tập số 4:

Tìm tất cả các số nguyên tố p để: 2p + p2 cũng là số nguyên tố

Giải:

Xét hai trường hợp:

+) 
p ( 3 <=> p = 2 hoặc p = 3

* Nếu p = 2 => 2p + p2 = 22 + 22 = 8 ( P

* Nếu p = 3 => 2p + p2 = 22 + 32 = 17 
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 P


+) 
p > 3 ta có 2p + p2=(p2 – 1) + (2p + 1)


vì p lẻ =>
(2p + 1) 
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 3


và p2 – 1 = (p + 1)(p – 1) 
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 3 => 2p + p2 ( P  


Vậy: Có duy nhất 1 giá trị p = 3 thoả mãn bài ra.


Bài tập số 6:


Tìm tất cả các số nguyên tố sao cho:

p | 2p + 1


Giải:



Vì p 
[image: image91.wmf]Î

P  
,p | 2p + 1 => p ( 2


Ta thấy: 2 |p vì  p ( 2


Theo định lý Fermatm ta có: p | 2p-1 – 1

Mà p | 2p + 1 (giả thiết) 
=> p | 2.2p-1 – 2 + 3





=> p | 2(2p-1 – 1) + 3





=> p | 3 [vì p | 2(2p-1 – 1)]

Vì p 
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P  
p | 3 => p = 3

Vậy: p = 3 là số nguyên tố thoả mãn tính chất p | 2p + 1
Bài tập số 7: Tìm số nguyên tố p sao cho các số 
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21; 23; 34

ppp

-++

 đều là số nguyên tố.(Đề thi HSG tỉnh 2014-2015)

Giải:

Nếu p=7k+i; k,i nguyên, i thuộc tập
[image: image94.wmf]{
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1;2;3

±±±

. 
[image: image95.wmf]2

p

chia cho 7 có thể dư: 1;4;2

               Xét 
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221; 23& 347

pppp
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            Nếu 
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p

chia cho 7 dư 1 thì 
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 34

p

+

chia hết cho 7 nên trái GT

            Nếu 
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p

chia cho 7 dư 4 thì 
[image: image100.wmf]2

 21

p

-

 chia hết cho 7 nên trái GT

Nếu 
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p

chia cho 7 dư 2 thì 
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 23

p

+

 chia hết cho 7 nên trái GT

+) Xét p=2 thì 
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 34

p

+

=16 (loại)

            +) Xét p=7k, vì p nguyên tố nên p=7 là nguyên tố, có:            
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2197; 23101; 34151

ppp

-=+=+=

đều là các số nguyên tố

Vậy p =7
Tóm lại:

Các bài toán thuộc dạng: Tìm số nguyên tố thoả mãn các điều kiện cho trước là loại toán không khó trong các loại bài toán về số nguyên tố. Qua loại toán này, giáo viên cần cố gắng trang bị cho học sinh những kiến thức cơ bản nhất về số nguyên tố. Đặc biệt giúp học sinh nắm vững: Số 2 là số nguyên tố chẵn duy nhất và nhỏ nhất của tập số nguyên tố.

Dựa vào cách viết số nguyên tố dạng a.x + b, (a,b) = 1. Rèn kỹ năng xét các trường hợp có thể xảy ra, phương pháp loại trừ các trường hợp dẫn đến điều vô lý.

Qua dạng toán này, giáo viên cần giúp học sinh rèn luyện tư duy lôgic, tư duy sáng tạo, tính tích cực chủ động khi làm bài.

DẠNG 3
NHẬN BIẾT SỐ NGUYÊN TỐ

SỰ PHÂN BỐ SỐ NGUYÊN TỐ TRONG N

Bài tập số 1:

Nếu p là số nguyên tố và 1 trong 2 số 8p + 1 và 8p – 1 là số nguyên tố thì số còn lại là số nguyên tố hay hợp số?

Giải:

+) Nếu p = 2 => 8p +1 = 17 
[image: image105.wmf]Î

 P   , 8p – 1 = 15 ( P

+) Nếu p = 3 => 8p – 1 = 23 
[image: image106.wmf]Î

 P  , 8p – 1 = 25 ( P

+) Nếu p khác 3, xét 3 số tự nhiên liên tiếp: 8p – 1; 8p và 8p + 1. Trong 3 số này ắt có 1 số chia hết cho 3. Nên một trong hai số  8p + 1 và 8p – 1 chia hết cho 3.

Kết luận: Nếu p 
[image: image107.wmf]Î

P  và 1 trong 2 số 8p + 1 và 8p – 1 
[image: image108.wmf]Î

 P  thì số còn lại phải là hợp số.

Bài tập số 2:

Nếu p < 5 và 2p + 1 là các số nguyên tố thì 4p + 1 là nguyên tố hay hợp số 

Giải:

Xét 3 số tự nhiên liên tiếp: 4p; 4p + 1; 4p + 2

Trong 3 số ắt có một số là bội của 3

Mà  p < 5,  p 
[image: image109.wmf]Î

 P  nên p có dạng 3k + 1 hoặc 3k + 2

+) Nếu p = 3k + 1 thì 4p = 4(3k + 1) <=> 3Q + 1 = p

và 4p + 2 = 4(3k + 1) + 2 <=> p = 3.Q : 3

Mặt khác: 4p + 2 = 2(2p +1) = 3Q nên 3Q : 3

=> 2(2p + 1) : 3;
(2;3) = 1 nên (2p + 1) : 3 (trái với giả thiết)

+) Nếu p có dạng 3k + 2

Khi đó 4p + 1 = 4(3k + 2) + 1 = 12k + 9 = 3M : 3

=> 4p + 1 là hợp số

Vậy trong 3 số ắt có một số là bội của 3.

Bài tập số 3:

Trong dãy số tự nhiên có thể tìm được 1997 số liên tiếp nhau mà không có số nguyên tố nào hay không ?

Giải:

Chọn dãy số:

a1 = 1998! + 2


a1 : 2

a2 = 1998! + 3


a2 : 3

a3 = 1998! + 4 


a3 : 4

....................



...........

a1997 = 1998! + 1998

a1997 : 1998

Như vậy: Dãy số a1; a2; a3; ..... a1997 gồm có 1997 số tự nhiên liên tiếp không có số nào là số nguyên tố.

Bài tập số 4: (Tổng quát bài số 3)

Chứng minh rằng có thể tìm được 1 dãy số gồm n số tự nhiên liên tiếp (n>1) không có số nào là số nguyên tố ?

Giải:

Ta chọn dãy số sau:

a1 = (n+1)! + 2

a​1:2
a1>2 nên a1  là hợp số

a2 = (n+1)! + 3

a2:3
a2>3 nên a2 là hợp số

.......................

.......................

an = (n+1)! + (n+1)

an:(n+1)
an > (n+1) nên a​n là hợp số

Dãy a1; a2; a3; .....an ở trên sẽ gồm có n số tự nhiên liên tiếp trong đó không có số nào là số nguyên tố cả.

Tóm lại:

Qua các bài toán dạng: Nhận biết số nguyên tố, sự phân biệt số nguyên tố trong N, giáo viên cần giúp cho học sinh hướng suy nghĩ để chứng minh hoặc xem xét 1 số có phải là số nguyên tố hay không? Thông qua việc phân tích và xét hết khả năng có thể xảy ra, đối chiếu với giả thiết và các định lý, hệ quả đã học để loại bỏ các trường hợp mâu thuẫn. Bài tập số 3 là bài tập tổng quát về sự phân bố số nguyên tố trong N. Qua đó giáo viên cho học sinh thấy được sự phân bố số nguyên tố “càng về sau càng rời rạc”. Từ bài toán này có thể phát triển thành bài toán khác giúp học sinh rèn luyện kỹ xảo chứng minh.

DẠNG 4
CÁC BÀI TOÁN

LIÊN QUAN ĐẾN SỐ NGUYÊN TỐ

Bài tập số 1:

Tìm 3 số nguyên tố sao cho tích của chúng gấp 5 lần tổng của chúng

Giải:

Gọi 3 số nguyên tố phải tìm là; a, b, c ta có:

a.b.c = 5(a+b+c) => abc 
[image: image110.wmf]M

 5

Vì a, b, c  có vai trò bình đẳng

Giả sử: 
a 
[image: image111.wmf]M

 5, vì a  
[image: image112.wmf]Î

P    => a = 5

Khi đó: 
5bc = 5(5+b+c)  
<=>  5+b+c = bc <=> bc-b-c +1 = 6

<=> b(c-1) – (c-1) = 6

(c-1)(b-1) = 6

Do vậy: 
b-1 = 1
=>
b = 2


Và
c-1 = 6
và
c = 7




b-1 = 2
=>
b = 3 

(loại vì c = 4 ( P)

và 
c-1 = 3
và
c = 4


Vai trò a, b, c, bình đẳng

Vậy bộ số (a ;b ;c) cần tìm là (2 ;5 ;7)

Bài tập số 2:

Tìm p, q 
[image: image113.wmf]Î

P    sao cho p2 = 8q + 1

Giải:

Ta có: p2 = 8q + 1 => 8q = p2 – 1 <=> 8q = (p+1)(p-1)
(1)

Do p2 = 8q + 1 lẻ => p2  lẻ => p  lẻ

Đặt p = 2k + 1






(2)

Thay (2) vào (1) ta có:
8q = 2k(2k + 2)

2q = k(k + 1)


(3)

Nếu q = 2 =>  4 = k(k+1) => không tìm được k

Vậy q ( 2, vì q 
[image: image114.wmf]Î

 P  , q  ( 2 => (2,q) = 1

Từ (3) ta có:

k = 2
và
 q = k + 1 => k = 2 và q = 3

Thay kết quả trên vào (2) ta có:

p = 2.2 + 1 = 5

Hoặc

q = k và 2 = k + 1


   q = 1

·                 (không thoả mãn)

   k = 1    

Vậy cặp số (q,p) là (5;3) là cặp số cần tìm.

Tóm lại:

Ngoài các dạng bài tập cơ bản về số nguyên tố. Phần số nguyên tố còn có nhiều bài tập ở các dạng khác mà khi giải chúng học sinh cần phải vận dụng một cách linh hoạt các kiến thức có liên quan: ước số, bội số, chia hết và vẫn phải lần lượt xét các khả năng có thể xẩy ra. Khi giảng dạy giáo viên cần giúp học sinh giải quyết theo từng dạng bài để củng cố và khắc sâu kỹ năng giải từng loại bài.

BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ

I. Các bài tập có hướng dẫn:

Bài 1: Ta biết rằng có 25 số nguyên tố nhỏ hơn 100. Tổng của 25 số nguyên tố nhỏ hơn 100 là số chẵn hay số lẻ.

HD: Trong 25 số nguyên tố nhỏ hơn 100 có chứa một số nguyên tố chẵn duy nhất là 2, còn 24 số nguyên tố còn lại là số lẻ. Do đó tổng của 25 số nguyên tố là số chẵn.

Bài 2: Tổng của 3 số nguyên tố bằng 1012. Tìm số nguyên tố nhỏ nhất trong ba số nguyên tố đó.

HD: Vì tổng của 3 số nguyên tố bằng 1012, nên trong 3 số nguyên tố đó tồn tại ít nhất một số nguyên tố chẵn. Mà số nguyên tố chẵn duy nhất là 2 và là số nguyên tố nhỏ nhất. Vậy số nguyên tố nhỏ nhất trong 3 số nguyên tố đó là 2.

Bài 3: Tổng của 2 số nguyên tố có thể bằng 2003 hay không? Vì sao?

HD: Vì tổng của 2 số nguyên tố bằng 2003, nên trong 2 số nguyên tố đó tồn tại 1 số nguyên tố chẵn. Mà số nguyên tố chẵn duy nhất là 2. Do đó số nguyên tố còn lại là 2001. Do 2001 chia hết cho 3 và 2001 > 3. Suy ra 2001 không phải là số nguyên tố.

Bài 4: Tìm số nguyên tố p, sao cho p + 2 và p + 4 cũng là các số nguyên tố.

HD: Giả sử p là số nguyên tố.

· Nếu p = 2 thì p + 2 = 4 và p + 4 = 6 đều không phải là số nguyên tố.

· Nếu p 
[image: image115.wmf]³

 3 thì số nguyên tố p có 1 trong 3 dạng: 3k, 3k + 1, 3k + 2 với k 
[image: image116.wmf]Î

N*.

+) Nếu p = 3k 
[image: image117.wmf]Þ

 p = 3 
[image: image118.wmf]Þ

 p + 2 = 5 và p + 4 = 7 đều là các số nguyên tố.

+) Nếu p = 3k +1 thì p + 2 = 3k + 3 = 3(k + 1) 
[image: image119.wmf]Þ

 p + 2 
[image: image120.wmf]M

 3 và p + 2 > 3. Do đó  p + 2 là hợp số.

+) Nếu p = 3k + 2 thì p + 4 = 3k + 6 = 3(k + 2) 
[image: image121.wmf]Þ

 p + 4 
[image: image122.wmf]M

 3 và p + 4 > 3. Do đó p + 4 là hợp số.

Vậy với p = 3 thì p + 2 và p + 4 cũng là các số nguyên tố.

Bài 5: Cho p và p + 4 là các số nguyên tố (p > 3). Chứng minh rằng p + 8 là hợp số.

HD: Vì p là số nguyên tố và p > 3, nên số nguyên tố p có 1 trong 2 dạng: 3k + 1,   3k + 2 với k 
[image: image123.wmf]Î

N*.

- Nếu p = 3k + 2 thì p + 4 = 3k + 6 = 3(k + 2) 
[image: image124.wmf]Þ

 p + 4 
[image: image125.wmf]M

 3 và p + 4 > 3. Do đó   p + 4 là hợp số ( Trái với đề bài p + 4 là số nguyên tố).

- Nếu p = 3k + 1 thì p + 8 = 3k + 9 = 3(k + 3) 
[image: image126.wmf]Þ

 p + 8 
[image: image127.wmf]M

 3 và p + 8 > 3. Do đó   p + 8 là hợp số.

Vậy số nguyên tố p có dạng: p = 3k + 1 thì p + 8 là hợp số.

Bài 6: Chứng minh rằng mọi số nguyên tố lớn hơn 2 đều có dạng 4n +1 hoặc 4n – 1

HD: Mỗi số tự nhiên n khi chia cho 4 có thể có 1 trong các số dư: 0; 1; 2; 3. Do đó mọi số tự nhiên n đều có thể viết được dưới 1 trong 4 dạng: 4k, 4k + 1, 4k + 2,4k +3

 với k 
[image: image128.wmf]Î

N*.

· Nếu n = 4k 
[image: image129.wmf]Þ

n
[image: image130.wmf]M

4 
[image: image131.wmf]Þ

n là hợp số.

· Nếu n = 4k + 2 
[image: image132.wmf]Þ

n
[image: image133.wmf]M

2 
[image: image134.wmf]Þ

n là hợp số.

Vậy mọi số nguyên tố lớn hơn 2 đều có dạng 4k + 1 hoặc 4k – 1. Hay mọi số nguyên tố lớn hơn 2 đều có dạng 4n + 1 hoặc 4n – 1 với n 
[image: image135.wmf]Î

N*.

Bài 7: Tìm số nguyên tố, biết rằng số đó bằng tổng của hai số nguyên tố và bằng hiệu của hai số nguyên tố.

HD:


[image: image136.wmf]¶ sö a, b, c, d, e lµ c¸c sè nguyªn tè v

µ d > e.
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+ 2 vµ b + 4 còng lµ c¸c sè nguyªn tè.

Þ

ÞÞ


Bài 8: Tìm tất cả các số nguyên tố x, y sao cho: x2 – 6y2 = 1.

HD:
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Bài 9: Cho p và p + 2 là các số nguyên tố (p > 3). Chứng minh rằng p + 1
[image: image138.wmf]M

 6.

HD: Vì p là số nguyên tố và p > 3, nên số nguyên tố p có 1 trong 2 dạng: 3k + 1, 3k + 2 với k 
[image: image139.wmf]Î

N*.

- Nếu p = 3k + 1 thì p + 2 = 3k + 3 = 3(k + 1) 
[image: image140.wmf]Þ

 p + 2 
[image: image141.wmf]M

 3 và p + 2 > 3. Do đó 

p + 2 là hợp số ( Trái với đề bài p + 2 là số nguyên tố).

- Nếu p = 3k + 2 thì p + 1 = 3k + 3 = 3(k + 1)  (1). 

Do p là số nguyên tố và p > 3 
[image: image142.wmf]Þ

p lẻ 
[image: image143.wmf]Þ

k lẻ 
[image: image144.wmf]Þ

k + 1 chẵn 
[image: image145.wmf]Þ

k + 1
[image: image146.wmf]M

2  (2)

Từ (1) và (2) 
[image: image147.wmf]Þ

p + 1
[image: image148.wmf]M

6.

II. Bài tập vận dụng:

Bài 1: Tìm số nguyên tố p sao cho các số sau cũng là số nguyên tố:

a) p + 2 và p + 10.

b) p + 10 và p + 20.

c) p + 10 và p + 14.

d) p + 14 và p + 20.

e) p + 2và p + 8.

f) p + 2 và p + 14.

g) p + 4 và p + 10.

h) p + 8 và p + 10.

Bài 2: Tìm số nguyên tố p sao cho các số sau cũng là số nguyên tố:

a) p + 2, p + 8, p + 12, p + 14.

b) p + 2, p + 6, p + 8, p + 14.

c) p + 6, p + 8, p + 12, p + 14.

d) p + 2, p + 6, p + 8, p + 12, p + 14.

e) p + 6, p + 12, p + 18, p + 24.

f) p + 18, p + 24, p + 26, p + 32.

g) p + 4, p + 6, p + 10, p + 12, p+16.

Bài 3:

a) Cho p và p + 4 là các số nguyên tố (p > 3). Chứng minh rằng: p + 8 là hợp số.

b) Cho p và 2p + 1 là các số nguyên tố (p > 3). Chứng minh rằng: 4p + 1 là hợp số.

c) Cho p và 10p + 1 là các số nguyên tố (p > 3). C minh rằng: 5p + 1 là hợp số.

d) Cho p và p + 8 là các số nguyên tố (p > 3). Chứng minh rằng: p + 4 là hợp số.

e) Cho p và 4p + 1 là các số nguyên tố (p > 3). Chứng minh rằng: 2p + 1 là hợp số.

f) Cho p và 5p + 1 là các số nguyên tố (p > 3). C minh rằng: 10p + 1 là hợp số.

g) Cho p và 8p + 1 là các số nguyên tố (p > 3). Chứng minh rằng: 8p - 1 là hợp số.

h) Cho p và 8p - 1 là các số nguyên tố (p > 3). Chứng minh rằng: 8p + 1 là hợp số.

i) Cho p và 8p2 - 1 là các số nguyên tố (p > 3). Chứng minh rằng: 8p2 + 1 là hợp số.

j) Cho p và 8p2 + 1 là các số nguyên tố (p > 3). Chứng minh rằng: 8p2 - 1 là hợp số.

Bài 4: Chứng minh rằng:

a) Nếu p và q là hai số nguyên tố lớn hơn 3 thì p2 – q2 
[image: image149.wmf]M

 24.

b) Nếu a, a + k, a + 2k (a, k 
[image: image150.wmf]Î

N*) là các số nguyên tố lớn hơn 3 thì k 
[image: image151.wmf]M
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Bài 5: 

a) Một số nguyên tố chia cho 42 có số dư r là hợp số. Tìm số dư r.

b) Một số nguyên tố chia cho 30 có số dư r. Tìm số dư r biết rằng r không là số nguyên tố.

Bài 6: Hai số nguyên tố gọi là sinh đôi nếu chúng là hai số nguyên tố lẻ liên tiếp. Chứng minh rằng một số tự nhiên lớn hơn 3 nằm giữa hai số nguyên tố sinh đôi thì chia hết cho 6.

Bài 7: Cho 3 số nguyên tố lớn hơn 3, trong đó số sau lớn hơn số trước là d đơn vị. Chứng minh rằng d chia hết cho 6.

Bài 8: Tìm số nguyên tố có ba chữ số, biết rằng nếu viết số đó theo thứ tự ngược lại thì ta được một số là lập phương của một số tự nhiên.

Bài 9: Tìm số tự nhiên có 4 chữ số, chữ số hàng nghìn bằng chữ số hàng đơn vị, chữ số hàng trăm bằng chữ số hàng chục và số đó viết được dưới dạng tích của 3 số nguyên tố liên tiếp.

Bài 10: Tìm 3 số nguyên tố lẻ liên tiếp đều là các số nguyên tố.

Bài 11: Tìm 3 số nguyên tố liên tiếp p, q, r sao cho p2 + q2 + r2 cũng là số nguyên tố.

Bài 12: Tìm tất cả các bộ ba số nguyên tố a, b, c sao cho a.b.c < a.b + b.c + c.a.

Bài 13: Tìm 3 số nguyên tố p, q, r sao cho pq + qp = r.

Bài 14: Tìm các số nguyên tố x, y, z thoả mãn xy + 1 = z.

Bài 15: Tìm số nguyên tố 
[image: image152.wmf]2

,µ c¸c sè nguyªn tè vµ b.

abcdsaochoabaclcdbc

=+-


Bài 16: Cho các số p = bc + a, q = ab + c, r = ca + b (a, b, c 
[image: image153.wmf]Î

N*) là các số nguyên tố. Chứng minh rằng 3 số p, q, r có ít nhất hai số bằng nhau.

Bài 17: Tìm tất cả các số nguyên tố x, y sao cho: 

a) x2 – 12y2 = 1.

b) 3x2 + 1 = 19y2.

c) 5x2 – 11y2 = 1.

d) 7x2 – 3y2 = 1.

e) 13x2 – y2 = 3.

f) x2 = 8y + 1.

Bài 18: Tìm 3 số nguyên tố sao cho tích của chúng gấp 5 lần tổng của chúng.

Bài 19: Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để p và 8p2 + 1 là các số nguyên tố là 

p = 3.

Bài 20: Chứng minh rằng: Nếu a2 – b2 là một số nguyên tố thì a2 – b2 = a + b.

Bài 21: Chứng minh rằng mọi số nguyên tố lớn hơn 3 đều có dạng 6n + 1 hoặc 

6n – 1.

Bài 22: Chứng minh rằng tổng bình phương của 3 số nguyên tố lớn hơn 3 không thể là một số nguyên tố.

Bài 23: Cho số tự nhiên n
[image: image154.wmf]³

2. Gọi p1, p2, ..., pn là những số nguyên tố sao cho 

 pn 
[image: image155.wmf]£

 n + 1. Đặt A = p1.p2 ...pn. Chứng minh rằng trong dãy số các số tự nhiên liên tiếp: A + 2, A + 3, ..., A + (n + 1). Không chứa một số nguyên tố nào.

Bài 24: Chứng minh rằng: Nếu p là số nguyên tố thì  2.3.4...(p – 3)(p – 2) - 1
[image: image156.wmf]M

p.

Bài 25: Chứng minh rằng: Nếu p là số nguyên tố thì  2.3.4...(p – 2)(p – 1) + 1
[image: image157.wmf]M

p.

CHUYÊN ĐỀ 4: PHƯƠNG TRÌNH NGHIỆM NGUYÊN
PHẦN I

MỘT SỐ KIẾN THỨC CƠ BẢN 
I.Nhắc lại về phép chia hết.

1. Định nghĩa phép chia hết:

 a, b 
[image: image158.wmf]Î

 z (b 
[image: image159.wmf]¹

 0) 
[image: image160.wmf]$

q, r 
[image: image161.wmf]Î

Z        a = bq + r   với 0 
[image: image162.wmf]£

 r < 
[image: image163.wmf]b


- Nếu r = 0 
[image: image164.wmf]Þ

 a 
[image: image165.wmf]M

 b 

- Nếu r
[image: image166.wmf]¹

0 
[image: image167.wmf]Þ

 a  
[image: image168.wmf]M

 b
2. Một số tính chất: 
[image: image169.wmf]"

a,b,c,d 
[image: image170.wmf]Î

Z

- Nếu a 
[image: image171.wmf]¹

 0 thì a 
[image: image172.wmf]M

a và 0
[image: image173.wmf]M

a

- Nếu a  
[image: image174.wmf]M

 b và b  
[image: image175.wmf]M

 c 
[image: image176.wmf]Þ

 a  
[image: image177.wmf]M

 c 
- Nếu a  
[image: image178.wmf]M

 b và b 
[image: image179.wmf]M

 a 
[image: image180.wmf]Þ

 a = ( b

- Nếu a
[image: image181.wmf]M

  b và a 
[image: image182.wmf]M

 c 
[image: image183.wmf]Þ

 a  
[image: image184.wmf]M

 BCNN(a;b)
- Nếu a 
[image: image185.wmf]M

 b và a 
[image: image186.wmf]M

 c ; (b,c) = 1 
[image: image187.wmf]Þ

 a 
[image: image188.wmf]M

 (bc)

- Nếu a 
[image: image189.wmf]M

 b 
[image: image190.wmf]Þ

 ac 
[image: image191.wmf]M

 b

3. Một số định lí thường dùng.

- Nếu a 
[image: image192.wmf]M

 c và b 
[image: image193.wmf]M

 c 
[image: image194.wmf]Þ

 (a ( b) 
[image: image195.wmf]M

 c

- Nếu a 
[image: image196.wmf]M

 c và b 
[image: image197.wmf]M

 d 
[image: image198.wmf]Þ

 ab  
[image: image199.wmf]M

 cd

- Nếu a 
[image: image200.wmf]M

 b 
[image: image201.wmf]Þ

 an 
[image: image202.wmf]M

  bn ( n nguyên dương)
*Một số hệ quả áp dụng:

+ 
[image: image203.wmf]"

a,b
[image: image204.wmf]Î

z và n nguyên dương ta có (an – bn) 
[image: image205.wmf]M

 (a – b)

+ 
[image: image206.wmf]"

a,b
[image: image207.wmf]Î

z và n chẵn (n nguyên dương) ta có (an – bn) 
[image: image208.wmf]M

 (a + b)

+ 
[image: image209.wmf]"

a,b
[image: image210.wmf]Î

z và n lẻ (n nguyên dương) ta có (an + bn) 
[image: image211.wmf]M

 (a + b)
4. Các dấu hiệu chia hết.

	+ Dấu hiệu chia hết cho 2:

+ Dấu hiệu chia hết cho 3 :

+ Dấu hiệu chia hết cho 4 :

+ Dấu hiệu chia hết cho 5 :

+ Dấu hiệu chia hết cho 8 :

+ Dấu hiệu chia hết cho 9 :

+ Dấu hiệu chia hết cho 10:

+ Dấu hiệu chia hết cho 11:
	Số có chữ số tận cùng là 0;2;4;6;8 thì chia hết cho 2.

Số có tổng các chữ số chia hết cho 3 thì chia hết cho 3.

Số có 2chữ số cuối hợp thành số chia hết cho 4 thì chia hết cho 4.

Số có chữ số tận cùng là 5 hoặc 0 thì chia hết cho 5.

Số có 3 chữ số cuối hợp thành số chia hết cho 8 thì chia hết cho 8.

Số có tổng các chữ số chia hết cho 9 thì chia hết cho 9.

Số có chữ số tận cùng là 0 thì chia hết cho 10.

Số có hiệu của tổng các chữ số ở vị trí chẵn và tổng các chữ số ở vị trí lẻ chia hết cho 11 thì chia hết cho 11.


II. Nhắc lại về tập hợp số nguyên:

+ Tập hợp số nguyên dương Z+ = {1; 2; 3 …}

+ Tập hợp số nguyên âm Z- = {-1; -2; -3; …}

+ Tập hợp số nguyên Z = {…-3; -2; -1; 0; 1; 2; 3; …}

III. Nhắc lại về phương trình nghiệm nguyên:

( Giải phương trình nghiệm nguyên F(x,y,z,…) = 0 là tìm tập hợp nghiệm (x,y,z,…) trong đó x,y,z,… 
[image: image212.wmf]Î

Z .

PHẦN II: BÀI TẬP
I. Dạng phương trình ẩn đơn giản

1- Phương trình nghiệm nguyên dạng ax + b = 0

Ví dụ 1 : Tìm số nguyên m để phương trình mx + 3 = 0 có nghiệm x nguyên
*Hướng dẫn :

- Để phương trình có nghiệm nguyên thì 
[image: image213.wmf]ï
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Mà m là số nguyên


[image: image214.wmf]Þ

 m là ước số của 3 
[image: image215.wmf]Þ

 m 
[image: image216.wmf]Î

 {(1; (2; (3}  

Ví dụ 2: Tìm n 
[image: image217.wmf]Î

 N để PT (4n + 3)x - 8n = 193 có nghiệm là số tự nhiên. 
*Hướng dẫn: 

(4n + 3)x - 8n = 193 


[image: image218.wmf]Û

(4n + 3)x = 193 + 8n

Do n
[image: image219.wmf]Î

N nên 4n + 3
[image: image220.wmf]¹

0  
Ta có : x = 
[image: image221.wmf]3
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[image: image222.wmf]Û

x = 2 + 
[image: image223.wmf]3

4

187
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n


Do n 
[image: image224.wmf]Î

 N  nên 4n+3 
[image: image225.wmf]Î

 N 
[image: image226.wmf]Þ

 4n + 3 là ước số tự nhiên của 187


[image: image227.wmf]Þ

 4n + 3 
[image: image228.wmf]Î

 {1; 17; 187} 
[image: image229.wmf]Þ

 4n + 3 
[image: image230.wmf]Î

 {17; 187} 
[image: image231.wmf]Þ

 n 
[image: image232.wmf]Î

 {2; 46}

Ví dụ 3 :Tìm n 
[image: image233.wmf]Î

 N để PT (n - 1)x – n3 + n2 - 2 = 0 có nghiệm là số tự nhiên.
*Hướng dẫn: 

(n - 1)x – n3 + n2 - 2 = 0


[image: image234.wmf]Û

(n - 1)x = n3 - n2 + 2 
Với n = 1 thay vào PT ta được : 0 = 2 (vô lí) 
[image: image235.wmf]Þ

 n = 1 pt vô nghiệm

Với n
[image: image236.wmf]¹

1 ta có:   x = 
[image: image237.wmf]32
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Bài toán trở thành đơn giản để x 
[image: image238.wmf]Î

 N thì 
[image: image239.wmf]1
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 EMBED Equation.3  [image: image240.wmf]Î

 N 
Do n 
[image: image241.wmf]Î

 N  nên 4n+3 
[image: image242.wmf]Î

 N 
[image: image243.wmf]Þ

 n-1 là ước số tự nhiên của 2


[image: image244.wmf]Þ

 n - 1 
[image: image245.wmf]Î

 {1; 2}


[image: image246.wmf]Þ

 n 
[image: image247.wmf]Î

 {2; 3}
Ví dụ 4 : Tìm nghiệm nguyên dương của pt xy2+2xy+x=32y

(Đề thi HSG tỉnh HD 2013-2014)

*Hướng dẫn:
x=
[image: image248.wmf]2

32

(1)

y
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+


y và y+1 nguyên tố cùng nhau nên 32 chia hết cho (y+1)2…

Ví dụ 5 : Tìm nghiệm nguyên của phương trình x2 – 2xy + 3y – 5x + 7 = 0.
(Đề thi HSG tỉnh HD 2009-2010)

*Hướng dẫn:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image251.wmf]{
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(Vì 7 chỉ có các ước là 
[image: image252.wmf]1;7
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Thử lại: 
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2. Giải phương trình nghiệm nguyên dạng ax2 + bx + c = 0 (a, b, c 
[image: image257.wmf]Î

Z)
*Ví dụ 1 : Giải PT nghiệm nguyên 2x2 – x – 3 = 0

*Hướng dẫn: 

2x2 – x – 3 = 0 
[image: image258.wmf]Û

(x + 1)(2x – 3) = 0
[image: image259.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image260.wmf]1

3

2

xZ

xZ

=-Î

é

ê

ê

=Ï

ë


Vậy PT có nghiệm nguyên là x = -1. 

*Ví dụ 2: Tìm n 
[image: image261.wmf]Î

 N để PT nx2 + (2n – 3)x – 6 = 0 có 2 nghiệm nguyên.
*Hướng dẫn: 

nx2 + (2n – 3)x – 6 = 0

[image: image262.wmf]Û

(x + 2)(nx – 3) = 0 
Để phương trình có hai nghiệm thì n
[image: image263.wmf]¹
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Khi đó 
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        Để PT có 2 nghiệm nguyên thì x = 
[image: image265.wmf]Z

n

Î

3

 vì  n 
[image: image266.wmf]Î

 N 
[image: image267.wmf]Þ

 n = 1 hoặc n = 3
Vì n = 1 hoặc n = 3 thỏa mãn điều kiện n
[image: image268.wmf]¹

0
          Vậy n = 1 hoặc n = 3
Kinh nghiệm giải : 

Với dạng này ta giải phương trình tìm nghiệm rồi tìm nghiệm nguyên (x
[image: image269.wmf]Î

Z). 

Với dạng còn chứa thêm tham số  thì ta đi tìm điều kiện của tham số  nghiệm tìm được nhận giá trị nguyên.

3 - Phương trình nghiệm nguyên bậc cao.

.

*Ví dụ 1: Tìm nghiệm nguyên của PT x3 – 6x2 + 11x – 6 = 0

*Hướng dẫn: 

- Đưa PT về dạng (x – 1)(x – 2)(x – 3) = 0

- PT có 3 nghiệm nguyên x = 1; x = 2; x = 3.

*Ví dụ 2: Tìm nghiệm nguyên của PT x3 – 7x2 + 15x – 25 = 0

*Hướng dẫn: 

- Đưa PT về dạng (x – 5)(x2 – 2x + 5) = 0

- Nhận xét: x2 – 2x + 5 = (x – 1)2 + 4 > 0 với mọi x 


[image: image270.wmf]Þ

 PT chỉ có nghiệm nguyên x = 5.

*Ví dụ 3: Giải PT nghiệm nguyên  x3 + (x + 1)3 + (x + 2)3 = (x + 3)3
*Hướng dẫn: 

- Đặt y = x – 3 
[image: image271.wmf]Þ

 x = y + 3


[image: image272.wmf]Þ

 (y + 3)3 + (y + 4)3 + (y + 5)3 = (y + 6)3

[image: image273.wmf]Û

 2y3 + 18y2 + 42y = 0


[image: image274.wmf]Û

 2y(y2 + 9y + 21) = 0

- Vì y2 + 9y + 21 = (y + 
[image: image275.wmf]2
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)2 + 
[image: image276.wmf]4
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 > 0 
[image: image277.wmf]Þ

 y = 0 
[image: image278.wmf]Û

x = 3
[image: image279.wmf]Î

 Z
Vậy phương trình có nghiệm nguyên là x= 3
*Ví dụ 4: Tìm nghiệm nguyên của PT: 
[image: image280.wmf]6
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*Hướng dẫn: 
- Đặt y = 
[image: image281.wmf]2
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 = (x + 1)2 + 1 
[image: image282.wmf]³

 1 nên phương trình xác định với mọi x

[image: image283.wmf]Þ

 ta được PT nghiệm nguyên đối với y là:


[image: image284.wmf]6
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[image: image285.wmf]Û

5y2 -7y – 6 = 0 
[image: image286.wmf]Þ

 y = 2 hoặc y = - 
[image: image287.wmf]5
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(loại)

- Với y = 2 
[image: image288.wmf]Þ

 x2 + 2x + 2 = 2 
[image: image289.wmf]Û

 x = 0 hoặc x = - 2

Kinh nghiệm giải : 

Với dạng này ta giải phương trình tìm nghiệm rồi tìm nghiệm nguyên (x
[image: image290.wmf]Î

Z). 
II – Dạng phương trình nghiệm nguyên nhiều ẩn.

1-Phương trình nghiệm nguyên dạng ax + by = c (a, b, c 
[image: image291.wmf]Î

Z)

- Điều kiện để PT có nghiệm nguyên là (a,b) = 1. Nếu (a,b) = d > 1 và c chia hết d thì phương trình không có nghiệm nguyên.

*Ví dụ 1: Giải phương trình nghiệm nguyên 3x + 4y = 29

*Hướng dẫn: 

3x + 4y = 29 
[image: image292.wmf]Û

3x = 29 – 4y 
[image: image293.wmf]Û

x = 
[image: image294.wmf]3
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 EMBED Equation.3  [image: image298.wmf]Î
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 2 – y = 3t (t 
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[image: image303.wmf]Î
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*Ví dụ 2: Tìm nghiệm nguyên của phương trình 5x - 7y = 15

*Hướng dẫn: 

- Nhận xét UCLN(5 ;15) = 5. Nên ta đặt y = 5t (t 
[image: image304.wmf]Î

Z) 

Ta có : 5x - 35t = 15 
[image: image305.wmf]Þ

 x = 7t + 3. Vậy nghiệm của PT là 
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[image: image307.wmf]Î
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*Ví dụ 3: Tìm nghiệm nguyên dương của 8x - 3y = -13
*Hướng dẫn: 

- PT 8x - 3y = -13 
[image: image308.wmf]Û

3y = 8x + 13 
[image: image309.wmf]Û

y = 3x + 4 + 
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- Đặt 1 – x = 3t (t 
[image: image311.wmf]Î

Z) 
[image: image312.wmf]Þ

 x = -3t + 1 
[image: image313.wmf]Þ

 y = - 8t + 7(t 
[image: image314.wmf]Î

Z)

- Để x,y nguyên dương thì 
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í

ì

>

-

>

-

0

8

7

0

3

1

t

t

 
[image: image316.wmf]Þ

 t < 
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Vậy nghiệm nguyên dương của PT là 
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- Rút ẩn có hệ số có giá trị tuyệt đối nhỏ rồi tách phần nguyên.
-Tiếp tục làm tương tự đến khi có được nghiệm nguyên tổng quát.
2 - Giải phương trình nghiệm nguyên dùng tính chất chia hết.

*Ví dụ 1: Tìm nghiệm nguyên dương của PT 3x2 + 5y2 = 345

*Hướng dẫn: 

- Vì 345 chia hết cho 3 và 345 chia hết cho 5


[image: image321.wmf]Þ

 3x2 : 5 
[image: image322.wmf]Þ

 x2 : 5 
[image: image323.wmf]Þ

 x : 5


[image: image324.wmf]Þ

 5y2 : 3 
[image: image325.wmf]Þ

 y2 : 3 
[image: image326.wmf]Þ

 y : 3

- Đặt x = 5a, y = 3b (a,b nguyên dương)


[image: image327.wmf]Þ

 3.25a2 + 5.9b2 = 345 
[image: image328.wmf]Þ

 5a2 + 3b2 = 23


[image: image329.wmf]Þ

 a2 
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Vì a nguyên dương nên a=1; 2 

· Thử với a = 1 thì x=5 ;y2=54
[image: image333.wmf]Þ

  y
[image: image334.wmf]Ï

Z

· Thử với a = 2 thì x=10 ;y2=9
[image: image335.wmf]Þ

 y=3;-3
Ta thấy  chỉ có nghiệm nguyên dương là x = 10; y = 3

*Ví dụ 2: Tìm các số nguyên dương  x, y, z thỏa mãn: 
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(Đề thi HSG tỉnh HD 2014-2015)

Lập luận để 
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 vì y nguyên dương…
Nếu 
[image: image342.wmf]2

11

yy

=Û=

 thì (1) có dạng: 
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Khi đó 
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, x nguyên dương nên tìm được x=6
Nếu 
[image: image345.wmf]2
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(vì y nguyên dương) thì (1) có dạng: 
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(vì z nguyên dương)

Suy ra 
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Đáp số 
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2;1

33

xx

yy

zz

==

ìì

ïï

==

íí

ïï

==

îî


*Ví dụ 3: Giải PT nghiệm nguyên x3 + 3y3 + 9z3 -9xyz = 0

*Hướng dẫn: 

- Gọi x0, y0, z0 là nghiệm của PT 
[image: image349.wmf]Þ

 Ta có x30 + 3y30 + 9z30 - 9x0y0z0 = 0 


[image: image350.wmf]Þ

 x0 
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 3 
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 3 y30 
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 9 
[image: image354.wmf]Þ

 y0 
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 9 
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 9z30 
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 27 
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 z0 
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 3

- Đặt x0 = 3x1 ; y0 =3y1 ; z0 = 3z1

[image: image360.wmf]Þ

x31 + 3y31 + 9z31 - 9x1y1z1 = 0

Tương tự trên ta có x1, y1, z1 đều chia hết cho 3 


[image: image361.wmf]Þ

x0, y0, z0 đều chia hết cho 32

- Lập luận nhiều lần  
[image: image362.wmf]Þ

 x0, y0, z0 đều chia hết cho 3n ( mọi n 
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 x0= y0= z0 = 0
Ví dụ 4: Tìm các số nguyên 
[image: image365.wmf],
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 thỏa mãn 
[image: image366.wmf]422

200

xxyy

+--+=

.
(Đề thi Nguyễn Trãi  HD 2015-2016)
Ta có 
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Ta thấy 
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     Vì 
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 nên ta xét các trường hợp sau

    + TH1. 
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    Với 
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Nghiệm (3;10); (3;-11); (-3;10); (-3;-11); (0;-5); (0;4)
- Dùng tính chất chia hết để thu hẹp miền giá trị nguyên  của các nghiệm của phương trình. 

-Cần nắm vững các dấu hiệu chia hết  và tìm số dư trong một số trường hợp.
3 - Giải phương trình nghiệm nguyên bằng cách tách phần nguyên.

*Ví dụ 1: Tìm nghiệm nguyên dương của PT  5x – 3y = 2xy - 10

*Hướng dẫn: 

5x – 3y = 2xy – 10 
[image: image376.wmf]Û

y(2x + 3) = 5x + 10 

Do x, y
[image: image377.wmf]Î

Z+ nên  (2x + 3) 
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Ta có:    2y = 
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- Để PT có nghiệm nguyên thì 2x + 3 là ước của 5 


[image: image380.wmf]Þ

 Chỉ có 2x + 3 = 5  
[image: image381.wmf]Û

 x =1 
[image: image382.wmf]Þ

 y = 3 (Thoả mãn)

Vậy PT có nghiệm nguyên dương là x =1;  y = 3

*Ví dụ 2: Giải phương trình nghiệm nguyên  14xyz + 7x + 7z = -11 – 22yz

*Hướng dẫn: 

14xyz + 7x + 7z = -11 – 22yz


[image: image383.wmf]Û

7(xyz + x + z) = -11(1 + 2yz) 

Do y, z 
[image: image384.wmf]Î

 Z nên 2yz + 1 
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Ta có : x + 
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Do z = 0 không là nghiệm của phương trình nên ta có:
       x + 
[image: image387.wmf]3
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- Cần chọn ẩn rút một cách hợp lý. Trước khi rút ẩn chú ý xét giá trị của biến khi đa thức chia bằng 0 có là nghiệm nguyên của phương trình hay không.

- Có thể tách phần nguyên bằng cách phân tích hoặc đặt phép chia tử cho mấu, thương là phần nguyên, phần phân số có tử là dư của phép chia và mẫu là đa thức chia. 
4 - Giải phương trình nghiệm nguyên bằng phương pháp bình đẳng ẩn.

*Ví dụ 1: Tìm nghiệm nguyên dương của PT  x + y + z = xyz

*Hướng dẫn: 

 x, y, z có vai trò bình đẳng. 

Giả sử  0 < x 
[image: image390.wmf]£

 y 
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 z 
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 xyz = x + y + z 
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 3z 
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 xy 
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 3

+ Nếu x = y = z 
[image: image396.wmf]Þ

 z3 = 3z 
[image: image397.wmf]Þ

 z2 = 3 không xảy ra 


[image: image398.wmf]Þ

 x, y, z không thể bằng nhau.

+ Từ xy 
[image: image399.wmf]£

 3 
[image: image400.wmf]Þ

 chỉ có cặp số (1; 2; 3) là nghiệm của PT.

*Ví dụ 2: Tìm nghiệm nguyên dương của PT  
[image: image401.wmf]1
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*Hướng dẫn: 

x, y, z có vai trò bình đẳng. 

- Giả sử  0 < x 
[image: image402.wmf]£

 y 
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 z 
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[image: image407.wmf]Þ

x 
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 {1; 2; 3}

+ Nếu x = 1 
[image: image409.wmf]Þ
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 = 1 – 1 
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[image: image412.wmf]z
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 = 0 không xảy ra.

+ Nếu x = 2 
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 dùng bình đẳng với y và z 


[image: image416.wmf]Þ

 (y;z) 
[image: image417.wmf]Î

 {(4 ; 4) ; (3 ; 6) ; (6 ; 3)}

+ Nếu x = 3 
[image: image418.wmf]Þ

 chỉ có y = z = 3

    Khi thấy các ẩn trong phương trình có vai trò như nhau, ta thường sắp xếp thứ tự các ẩn sau đó dùng bất đẳng thức để giới hạn khoảng giá trị của số nhỏ
5 - Giải phương trình nghiệm nguyên bằng phương pháp loại trừ.
*Ví dụ 1: Tìm nghiệm nguyên dương của PT  12x + 5x  = 13x 

*Hướng dẫn: 

- Ta thấy x = 2 là nghiệm của PT vì 122 + 52  = 132
- Biến đổi PT 12x + 5x  = 13x 
[image: image419.wmf]Û
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+ Nếu x > 2 
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Không có giá trị x > 2 thỏa mãn phương trình  12x + 5x  = 13x.
+ Nếu x < 2 

[image: image428.wmf]Þ
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 Không có giá trị x < 2 thỏa mãn phương trình  12x + 5x  = 13x.
Vậy x = 2 là nghiệm duy nhất.
*Ví dụ 2: Giải PT nghiệm nguyên  
x6 + 3x3 + 1 = y4
*Hướng dẫn: 
          - Nhận xét :

                       Thay x=0  vào ta được y=1 ;-1

                       Thay x=1  vào ta được y=1 ;-1

             Vậy 
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  là nghiệm nguyên của phương trình
- Xét x > 0 ta có (x3 + 1)2 < x6 + 3x3 + 1 < (x3 + 2)2


[image: image437.wmf]Þ

 (x3 + 1)2 < y4 < (x3 + 2)2 không xảy ra với x, y nguyên 

- Xét x 
[image: image438.wmf]£

 - 2, ta có: (x3 + 2)2 = x6 + 4x3 + 4 < x6 + 3x3 + 1 < (x3 + 1)2

[image: image439.wmf]Þ

 (x3 + 2)2 < y4 < (x3 + 1)2 không xảy ra với x,y nguyên

Vậy nghiệm nguyên của phương trình là : 
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     Với dạng này thường ta chỉ ra được một hoặc một vài giá trị là nghiệm nguyên của phương trình, rồi chứng minh phương trình không còn nghiệm nguyên nào khác.
*Bài tập tương tự : Giải PT nghiệm nguyên (x + 2)4 -  x4  = y3

6 - Giải phương trình nghiệm nguyên đưa về dạng tích.

*Ví dụ 1: Giải PT nghiệm nguyên dương  xy – 4x = 35 – 5y

*Hướng dẫn:

xy – 4x = 35 – 5y 
[image: image442.wmf]Û

xy – 4x + 5y – 20 = 15


[image: image443.wmf]Û

 (x + 5)(y – 4) = 15 
[image: image444.wmf]Þ

 x + 5 và y – 4 là ước của 15.

Thay vào ta chỉ có nghiệm nguyên dương là 
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*Ví dụ 2: Tìm nghiệm tự nhiên của PT  xy2 + 3y2 – x = 108

*Hướng dẫn:

 
xy2 + 3y2 – x = 108 


[image: image446.wmf]Û

 xy2 + 3y2 – x – 3 = 105


[image: image447.wmf]Û

(y2 – 1)(x + 3) = 105  
[image: image448.wmf]Þ

 y2 – 1 là ước của 105 
Do y là số tự nhiên nên ta chỉ được y = 2 ;4 ;6  
y=2 
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 x = 32. 
y=4 
[image: image450.wmf]Þ

 x = 4. 
y=6 
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 x = 0. 
Vậy PT có nghiệm tự nhiên là 
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    Để biến đổi phương trình về dạng phương trình ước số ta phải chuyển toàn bộ các hạng tử chứa biến về một vế rồi thêm bớt hạng tử tự do để phân tích vế trái thành nhân tử ; vế phải là một số.

    Chú ý chọn nhân tử là ước của số bên vế phải để giảm số trường hợp phải xét.

7 - Giải phương trình nghiệm nguyên  bằng cách biện luận để làm ngắn miền nghiệm.
*Ví dụ 1: Giải PT nghiệm nguyên x(x + 1)(x + 7)(x + 8)  = y2 

*Hướng dẫn: 

x(x + 1)(x + 7)(x + 8)  = y2

[image: image455.wmf]Û

 (x2 + 8x)(x2 + 8x + 7) =  y2,  đặt z = x2 + 8x


[image: image456.wmf]Û

z(z + 7) = y2 
[image: image457.wmf]Þ
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- Ta có (z + 3)2 < z(z + 7) < (z + 4)2 với mọi z > 9.


[image: image459.wmf]Þ

 (z + 3)2 < y2 < (z + 4)2 không xảy ra 
[image: image460.wmf]Þ

 z 
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Vậy z 
[image: image462.wmf]£

 -7 hoặc 0 
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 z 
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- Thay vào ta có:

  (x;y)={(-9;-12);(-9;12);(-8;0);(-7;0);(-4;-12);(-4;12);(-1;0);(0 ;0);(1;-12);(1;12)}

*Ví dụ 2: Giải PT nghiệm nguyên dương  x2 – 6xy + 13y2 = 100

*Hướng dẫn:

x2 – 6xy + 13y2 = 100 
[image: image465.wmf]Û

 x2 – 6xy + 9y2 = 100 – 4y2


[image: image466.wmf]Û

(x – 3y)2 = 4(25 – y2) 
[image: image467.wmf]0

³

 
[image: image468.wmf]Þ

y 
[image: image469.wmf]£

 5 và 25 – y2 là số chính phương.

Thay các giá trị của y, ta có các nghiệm nguyên dương là : 

(x ;y) = {(1 ; 3) ; (17 ; 3) ; (6 ; 4) ; (18 ; 4) ; (15 ; 5)}  
*Ví dụ 3: Giải PT nghiệm nguyên 2x2+4x=19 - 3y2  

 *Hướng dẫn:

           2x2+4x+2=21 - 3y2  
           2(x2+2x+1)=21 - 3y2  
           2(x+1)2=3(7 - y2) 
           
[image: image470.wmf]Þ

3(7 - y2) 
[image: image471.wmf]M

2
[image: image472.wmf]Þ

y là số lẻ

           Vì 2(x+1)2 không âm nên 7-y2 không âm

           Do  đó y2=1

           Với y2 =1 ta được phương trình     2(x+1)2=18
[image: image473.wmf]Û

x=2; -4
         Vậy các nghiệm nguyên của phương trình là (2 ; 1) (2 ; -1) (-4 ; 1) (-4 ; -1)
       Nhờ tạo ra các bình phương đúng mà ta có thể giới hạn giá trị của các ẩn.

       Cùng với việc sử dụng các tính chất chia hết chia có dư mà ta có thể giải quyết được các bài toán một cách dễ dàng hơn.

8 - Giải phương trình nghiệm nguyên bằng cách sử dụng công thức nghiệm của phương trình bậc hai

*Ví dụ 1: Giải PT nghiệm nguyên x2+2y2+3xy+2x+3y+4= 0                  (1)
*Hướng dẫn: 

Viết phương trình trên dưới dạng phương trình bậc hai đối với x ta được

    x2 + (3y + 2)x + 2y2+ 3y+4= 0                                                                  (2)

     
[image: image474.wmf]D

 = y2 – 12
Để phương trình (2) có nghiệm nguyên thì y2 -12 là số chính phương

Đặt y2 -12 = m2 với m
[image: image475.wmf]Î

N ta có y2 - m2 = 12 
[image: image476.wmf]Û

(y-m)(y+m) = 12

Do y và m là số nguyên nên y - m ; y + m là số nguyên

 
[image: image477.wmf]Þ

 y – m ;  y + m là ước của 12

Lại có y + m - y + m=2m nên y – m ; y + m là số chẵn

Mà y – m 
[image: image478.wmf]£

 y + m 
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[image: image481.wmf]Þ

y=2  hoặc y= - 4

Với y=2 thay vào phương trình (2) ta được x2+14x+48=0
[image: image482.wmf]Þ

x=-6;-8 

Với y=-4 thay vào phương trình (2) ta được x2-10x+24=0
[image: image483.wmf]Þ

x=4;6

Vậy nghiệm nguyên của hệ là (-6;4); (-8;4) ; (4;-4); (6;-4).

 *Ví dụ 2: Giải PT nghiệm nguyên x2+y2+xy+= x2y2        (1)
Viết phương trình trên dưới dạng phương trình bậc hai đối với x ta được

    (y2-1)x2 -  yx - y2 = 0                                                                  (2)

Với y=1 thay vào phương trình (2) ta được –x – 1 =0 
[image: image484.wmf]Þ

x= -1 
Với y=1 thay vào phương trình (2) ta được  x – 1 =0 
[image: image485.wmf]Þ

x= 1
Với  
[image: image486.wmf]1

y
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 thì phương trình (2) là phương trình bậc 2 đối với x

[image: image487.wmf]D

=y2(4y2-3)

Để phương trình (2) có nghiệm nguyên thì 
[image: image488.wmf]D

 là số chính phương

Nếu y=0 thì từ (2) ta được x=0

Nếu
[image: image489.wmf]0

y

¹

 thì  4y2 -3 là số chính phương

Đặt 4y2 -3 = m2 với m
[image: image490.wmf]Î

N ta có 4y2 - m2 = 3 
[image: image491.wmf]Û

(2y-m)(2y+m) = 3 

Do y và m là số nguyên nên 2y - m ; 2y + m là số nguyên

 
[image: image492.wmf]Þ

 2y – m ;  2 y + m là ước của 3

Ta tìm được y= 1 hoặc -1(không thỏa mãn 
[image: image493.wmf]1
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Vậy nghiệm nguyên của hệ là(-1;1); (1;-1);(0;0).

      Với các phương trình nghiệm nguyên mà có bậc của ẩn là bậc hai thì ta có thể sử dụng cách này.

      Phương trình bậc hai có nghiệm nguyên khi 
[image: image494.wmf]D

 là số chính phương.

      Chú ý xét các trường hợp đặc biệt trong khi làm.
BÀI TẬP BỔ SUNG, MỞ RỘNG
Bài 1: Tìm nghiệm nguyên:

 a) 3x + 2y = 85 

b) 3x - 5y = 7 
c) 5x + 25 = - 3xy + 8y2
Bài 2: Tìm nghiệm nguyên dương:

a) 7x + 4y = 85 

b) 8x + 9y = 79 
c) 
[image: image495.wmf]14
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Bài 3: Tìm x, y 
[image: image496.wmf]Î

 N thoả mãn 7.2x = 3y + 4
Bài 4: Cho đường thẳng d có PT 2x + 3y = 11. Tìm các điểm nằm trên đường thẳng d có toạ độ là các số nguyên và nằm trong góc phần tư thứ I.
Bài 5: Chứng minh rằng trên đường thẳng 6x – 2y = 1, không tồn tại điểm nào có toạ độ là các số nguyên.

Bài 6: Tìm nghiệm nguyên của hệ PT 
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Bài 7: Tìm a để HPT có có nghiệm nguyên 
[image: image498.wmf]î
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Bài 8: Biết rằng PT x2 – 3x + 1 = 0 có nghiệm x = a. Hãy tìm một gia trị của b 
[image: image499.wmf]Î

Z để PT x16 –b.x8 + 1 = 0 có nghiệm x = a.

Bài 9: (Đề thi HSG lớp 9- vòng 2-Thừa Thiên Huế)
Tìm các số x, y, z nguyên dương thoả mãn đẳng thức 

2(y + z) = x(yz – 1)

Bài 10: (Đề thi vào lớp 10 -THPT- Hải Dương )

Cho HPT 
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 có nghiệm duy nhất là (x; y). 

? Tìm giá trị của m để biểu thức 
[image: image501.wmf]y
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 nhận giá trị nguyên.

Bài 11: (Đề thi vào lớp 10 -THPT- Thái Bình)
Cho biểu thức K = 
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a) Rút gọn biểu thức K.

b) Với những giá trị nào của x thì biểu thức K có giá trị nguyên ? 

Bài 12: (Đề thi vào lớp 10 chuyên toán- Quốc học Huế )

Cho biểu thức A = 
[image: image503.wmf]x
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a) Rút gọn biểu thức A.

Tìm các giá trị nguyên lớn hơn 8 (a 
[image: image504.wmf]Î

 Z; a > 8) để A có giá trị nguyên
Bài 13: (Đề thi HSG tỉnh toán HD 2012-2013)

Tìm các số nguyên x, y thỏa mãn: 
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